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ALGUNES QUESTIONS DE RENORMALITZACIO
'" '"
A LA CROMODINAHlCA QUANTICA
Sembla obligat comenqar fent referencia a les raons tea
riques i experimentals que ens fan creure en la Cromodinami
ca Quantica com en la Teoria de Camps adient a la descripci6
del m6n hadranic.
Per a creure en una teoria necessitem, seguint Wightman,
dos requisists. Ha d'estar lliure de contradiccions i ha de
satisfer un rang més o menys ampli d'observacions experimen_
tals. És en aquests sentit que hom creu en les equacions de
Maxwell, pero no ho fa en l'antiga teoria quantica anterior
a la Mecanica Ondulatoria.
En els dos aspectes la resposta ha d'ésser matisada. -
Hom no ha estat capaQ de solucionar d'una manera satisfato
ria QCD. Per aixo és possible que l'absencia de contradic
cions reflecteixi la nostra ignorancia únicamente Pel que
coneixem fins aquest moment QCD és una teoria lliure d'incon
sistencies internes, al menys a un nivell molt fonamental.
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Es una teoria de gauge -i creiem en les teories de gauge per
a l'explicaci6 de totes les interaccions- convenientment de
finida -en un sentit ampli del terme, renormalitzable i uni
taria. A grans trets, el problema que ens impedeix donar
una resposta conclusiva és la probable inexistencia de la ma
triu S al menys en un sentit pertorbatiu. Qualsevol ele
ment de matriu que calculem sobre la capa massica per les -
tecniques pertorbatives tradicionals-per un procediment en
tot semblant al que fariem a l'Electrodinamica Quantica­
resulta ser infinit fins i tot quan hom renormalitza acura
dament les divergencies ultra-violetes. Bé, aixo en princi_
pi no és preocupante A QED també es presenten divergencies
infra-roges. Així a l'Electrodinamica hom pot exponenciar
les singularitats infra-roges dominants, obtenint-hi un fac
i
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tor que anul.la les amplituds de col.lisió elastica. A QED,
pero, hom obté un segon factor que contra-resta el primer
(ordre a ordre) si permetem un nombre arbitrari de fotons
suaus a l'estat final ( expressió d'un teorema més general
degut a Kinoshita, Lee i Nauenberg). El resultat és una
secció efica9 finita. A QCD les singularitats infra-roges
són molt més severes. El resultat d'isolar les divergencies
dominants indica que les singularitats infra-roges poden ex
ponenciar-se tot suprimint els processos en els que l'estat
final no és singlet de color. Ara bé, quin és aqui el paper
deIs gluons suaus? Si el factor que és a QED esta absent o
la cancel.lació és incompleta hom podria generar el confina
ment per aquests mecanismes purament pertorbatius. No exi�
teix cap resultat general, pero fins l'ordre calculat sembla
aplicar�se també el teorema de Kinoshita, Lee i Nauenberg i,
per tant, el confinament no es veura mai per resultats per_
torbatius. Altrament, no apareix clara la connexió entre -
aquesta aproxima ció i la idea més tradicional d'un acoblament
creixent a llargues distancies.
Així doncs, si ningú ha aconseguit explicar un sol es
tat lligat amb els únics elements de QCD, d'on prové la nos
tra confian9a? La cromodinamica té com a camp de gauge els
camps que porten un nou nombre quantic: el color. La nece
ssitat teorica de l'existencia del color es posa a la llum
primerament en el problema de l'existencia d'una estadística
anóma La per als quarks. Experimentalment, jf°-:)o.2t o
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r--) compten els graus
de llibertat i, per tant, reflecteixen la necessitat del co
loro D'altra banda, les inter8ccions fortes requereixen -­
d'una manera natural un nombre quantic específico Si la in
teracció es realitzés mitjan9ant unes partícules vectorials
acoblades al s3bor, les interaccions febles serien també -­
fortes. Finalment, 81 lagrangia de QCD respecta totes les
simetries ben conegudes de les interaccions fortes S81lSe afe
gir-ne de noves.
Potser, pero, el fet més frapant del lagr8ngia de QCD
a i.t.
sigui l' existencia de llibertat e sinpt
ó t í.ca , Era ja conegut
que més en.lla de la zona de ressonancies had r-óní.que s les inte
raccions adopten un comportament més i més suau. Aparent_
ment, les interaccions fortes decreixen amb l'energia. L'an
tic model de partons (I'evidencia més definitiva en favor -
del qua rko ) donava c ornp t e de l'observ2..t e s ca Lamerrt en el lí
mit de Bj orken. QCD recupera aques t comportament; va més -
enlla, pero, pronosticant desviacions logarítmiques -compa_
tibIes amb les dades experimentals- respecte el comportament
d'escalament. L'evidencia de llibertat asimptotica en les
col.lisions proi'undament inelastiques és certament una bona
prova que les interaccions fortes s6n descrites per una teo
ria no abeliana de gauge. Una qüesti6 oberta a QCD és a quin
moment comenQa el regim de llibertat asimptotica.
Pot QCD explicar les ressonancies a ba ixa energia? Dei
xant de banda models fenomenologics, dos s6n els camins
oberts per a un enteniment de l'espectre a baixa energia,
induit pel lagrangia de QCD (un espectre que avui entenem
més bé i veiem molt més variat que no pensavem). Les teo
ries de gauge en una xarxa són, sens dubte, l'única forma co
neguda d'efectuar qualsevol calcal m�s enlla de teoria de
pertorbacions. Les dificultats, tant teoriques com materials
trobades s6n considerables, pero, avui en dia, hom ha aconse_
guit d'explicar magnitud típicament hadroniques amb uns
errors acceptables. La qüesti6 és, pero, lluny d'estar total
ment explicada; tant d'un punt de vista practic per les li
mitacions de les xarxes actualment accessibles com per la -
interpretaci6 del pas al continuo
L'altre mecanisme, pres de J.a física deIs 60, és la -­
utilització de les regles de suma (tecnica introduida pel -
grup de l'ITEP). A diferencia del calcnl en una xarx3, el
metode no és autosuficient. Si hom vol retenir contribu
cions (essencials) no pertorbatives, aquestes venen parame_
tritzAdes per una serie de valors esperats en el buit només
a trobar que per comparaci6 amb l'experiment (o bé a obtsnir
a partir d'un calcul en una xarxa).
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El lagrangia de QCD ha demostrat una extraordinaria ri
quesa de solucions a nivell semi-classic. Monopols, instan
tons, merons, vortexs, ••• són els elements de la fauna d'a
quest món. El coneixement d'aquestes estructures teoriques
extraordinariament interessants va aixecar gran expectació.
Potser l'explicació del confinament podia raure, després de
tot, just a l'extrem oposat de teoria de pertorbacions. -­
Passat un temps, la impressió general és molt diferent; cap
d'aquestes estructures sembla proveir un mecanisme per a
l'explicació de la fase de PCAC, encara que hom ha trobat
resultats interessants, com p. ex. la solució de 't Hooft
al problema UA(l). Altres intents han estat dirigits a solu
cionar QCD en menys dimensions. 't Hooft ha provat l'exiten
cia de confinament en l+l,dimensions, pero, com diu Zichi_
chi,"només poden haver spaghetti en quatre dimensions". L'es
tructura, no cal dir-ho, pot ser totalment diferente En--
1+1 dimensions també QED confina.
Si, malgrat les actuals deficiencies,és innegable la
quantitat d'evidencia en favor de QCD; d'altra banda, la Cro
modinamica ha suposat, juntament amb la teoria electro-debil,
un formidable repte teoric dirigit vers un millor enteniment
de les subtilitats de les teories de camps. En particular,
els mecanismes de la renormalització. En el nostre llenguat
ge renormalitzar una teoria suposa trobar un mecanisme adient
per a subtreure sistematicament les divergencies ultra-viole_
tes que apareixen en el calcul de qualsevol quantitat. Pero
renormalitzar és, també, fer el contacte amb el món físic; do
nar significat als parametres de la teoria.
RBtornant un xic a l'inici, val la pena assenyalar el fet
que els creadors de l'Electrodinamica Quantica no creien en
ella, car pensaven que era internament inconsistente QED pr�
senta les mateixes dificultats que les ben conegudes de l'e
lectro-magnetisme classic tractant electrons puntuals. Amb
dues teories tenen auto-energies divergents. La diferencia
-la millora si voleu- és que a on l'electrodinamica classica
presenta una divergencia que va com una potencia, QED només
v
hi té una singularitat logarítmica en el regulador de la in
tegral.
Altres sorpreses més agradables foren que els processos
calculats en l'aproximació de Born (efecte Compton,Bremsstrah_
lung, ••• ) presentaven un excel.lent acord amb l'experiencia
si hom negligia les correccions (divergents) radiatives. Se
guint aquest camí, els exits persistiren amb la introducció
de la teoria de Fermi de la radioactivit�t beta i la teoria
de Yukawa de les forces nuclears. Encara que en el moment de
ser formulada la teoria de Fermi, degut a imperfeccions expe_
rimentals, l'acord només era parcial, la teoria descriu per_
fectament les experiencies de desintegració beta.
Tot i així, en la primitiva teoria de camps la presencia
de divergencies era entesa fins a principi deIs anys �O com
evidencia palpable d'inconsistencia interna. Com a resposta,
hi havia certament latent un anim de canvi deIs fonaments fí
sics de les TQC, o, al menys, d'algun.d'ells. Així, p. ·ex.
quan es tingueren les indicacions primeres de l'enorme poder
de penetra ció deIs raigs cosmics hom va pensar en un esfon�
drament de QED a energies iguals o menors de les deIs raigs.
Més tard Heisenberg assenyala la diferencia entre teories com
l'Electrodinamica i la teoria de Fermi de les interaccions
febles en la que la constant d'acoblament té dimensions d'u
na potencia positiva de longitud, tot i esmentant la possibi
litat de la necessitat d'introduir una "longitud fonamental"
que, d'alguna forma, hauria de proveir un cut-off a les teo
ries de camps. Clarament quan Heisenberg va escriure els pa
pers sobre la matriu S tenia in mente un formalisme alter
natiu a les teories lagrangianes permetent-li d'introduir la
dita longitud fonamental típica de cada teoria (una idea que
certament en un context diferent és, curiosament, certa).
La renormalització pertorbativa, ordre a ordre, que té
les seves arreis en els treballs de Dirac sobre la renorma
lització de la carrega en els anys 30 i, més modernament,
en els treballs de Kramers en els �O, fou desenvolupada sis
vi
tematicament en el periode 1945-52. Hom va veure dos tipus
de teories. Només en aquelles que avui coneixem per renorm�
litzables o super-renormalitzables totes les divergencies
poden expressar-se en un nombre finit de quantitats. El prQ
cés d'isolar aquestes divergencies i afegir els contra-ter
mes necessaris per a mantenir el significat físic deIs para_
metres és renormalitzar.
És possible que la nostra exigencia de renormalitzabi
litat en el criteri que li venim donant sigui massa exigent,
pero, tot i que hom ha fet intents de resumar series de dia
grames divergents, etc., avui per avui és una demanda afer
a qualsevol teoria aspirant a contenir un mínim de significat
físico En la practica aixo vol dir que estan prohibides les
constants d'acoblament amb dimensions de potencies positives
d'una longitud i tots els propagadors per a p2 gran s'han
de comportar com (p2)-1 per bosons i (p2)-V2 per a fermions.
QED satisfa tots aquests requisists i és la prova més pal_
pable que, a despit de les inicials suspicacies, esta lliu
re de contradiccions internes. L'espectre de dades a les
que QED dóna satisfacció amb exactitud impressionant és -­
extraordinari (efecte Lamb, estructura fina del positronium,
estructura hiperfina de l'hidrogen, ••• ).
La demostració de la renormalitzabilitat i unitarietat
de les teories no abelianes de gauge fou donada en 1971. -­
Un ajut important fou la introducció deIs fantasmes de Fadd
eev i Popov per a remoure els graus de llibertat no físics.
En totes aquestes qüestions ha estat decisiu l'ús deIs me
todes funcionals primerament emprats per Schwinger i poste_
riorment desenvolupats per Feynrnan.
El programa de renormalització d'una teoria quantica
de camps rau en l'observació que re-definint camps i para_
metres ordre per ordre hom absorbeix totes les divergencies
en un nombre determinat de quantitats. Si bé hom esta for
�at en aquesta re-definició per l'eliminació de les diver
gencies, hom reté, certament, una arbitrarietat en les parts
finites. El conjunt (infinit) de les diferents re-defini
cions finites constitueix el grup de renormalització.
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L'ús primer d'aquest grup de renormalitzaci6 va ser
fet per Gell-Mann i Low i també Peterman i Stückelberg. Al
calcular la renormalitzaci6 de la carrega en QED varen veu_
re que un canvi en l'escala d'energies era compensat per un
canvi en la carrega renormalitzada. Aixo porta a una equa_
ci6 diferencial per al propagador del fot6, valida a qual_
sevol ordre en teoria de pertorbacions. El comportament
d'aquest propagador (en general, de qualsevol funci6 de
Green) a altes energies era conegut si hom coneixia els zeros
d'una certa funci6 (la funci6 de Gell-Mann i Low). Més tard
Bogolubov, Shirkov i Osviannikov varen estendre el formalis
me.
En la seva forma original l'equaci6 del grup de renor_
malitzaci6 a la Gell-Mann i Low conservava un significat més
aviat fosco La ra6 fonamental era que a l'única teoria de
camps que hom disposava aleshores, QED, hi ha una prescripci6
clara de renormalitzaci6; la renormalitzaci6 a la capa ma_
ssica. Per a més complicaci6, si hom introduia un terme de
massa en el lagrangi�,. trencant,per tant, la invariancia d'es
cala que s'exhibeix classicament, era precís afegir un ter_
me contenint una inserci6 de massa. Aquesta inserci6 d'acord
amb el teorema de Weinberg no és relevant a altes energies.
QED, a més, presenta un acoblament fort a molt altes energies.
En el m6n hadronic, la realitzaci6 d'experiencies a
energies creixents, singularment pr-ocessos aeml=-Lept ónf.ca i
electroproducci6, portaren a un primer pla l'interes per
l'estructura i comportament de les teories de camps en col�
lisions profundament inelastiques. A finals deIs anys 60
queda hen establert l'escalament de Bjorken en experiencies
d'electroproducci6. Eventualment, qualsevulia teoria que
intentés explicar les interaccions fortes havia de donar
compte del decreixement de la interacci6 a molt curtes dis
tancies.
El quasi-oblidat grup de renormalitzaci6 semblava ales
hores una eina apropiada per a l'atac al problema. Una teo
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ria de camps renormalitzable mitjanQant subtraccions en un
punt arbitrari no pot ser invariants sota canvis d'escala.
La raó és ben sabuda; hom ha d'introduir alguna magnitud di
mensional, fins i tot en regularització dimensional. D'a
questa manera Callan i Symanzik varen donar una formulació
correcta a la depend�ncia en l'escala d'energies. Aquesta
formulació s'expressa en equacions diferencials que governen
el comportament asimptotic de la teoria. Aquesta és l'a
proximació més es tesa al grup de renormalització.
Des d'un punt de vista més general, la filosofia que -
esta al darrera del grup de renormalització és d'extraordina
ri contingut fisic i la transcend�ncia va més enlla de les
TQC. Quantitat de sistemes fisics com p. ex. un aliatge
binari o un sistema d'spins prop d'una transició de fase de
segon ordre són invariants sota un canvi d'escala si hom fa
les coses "apropiadament", re-escalant també la interacció.
Són sistemes fisics, en definitiva, independents del compor_
tament a curtes distancies de la teoria que els descriu. A
les teories de camps l'exigencia de renormalitzabilitat im_
plica la independencia en les quantitats observables del
domini ultra-violeta, és a dir, de les curtes distancies.
L'introductor principal en molts camps de les tecniques del
grup de renormalització ha estat Wilson. A l'estudi de les
teories de gauge en una xarxa té lloc una curiosa inter-rela
ció entre conceptes fins fa poc tan separats com la física
d'altes energies i la mec�nica estadistica.
Les tecniques del grup de renormalització són completa_
ment generals per a qualsevol teoria de camps. Quan hom in
tenta, a la llum de les equacions de Callan-Symanzik, si l'ob
servat escalament s'obtenia de les teories de camps, hom troba
(1973) que totes les teories, tret de la notable excepció de
les teories no abelianes de gauge sense trencament espontani
de simetria, presentaven una zona d'altes energies no accessi
ble pertorbativament. Les excepcions, com QCD, tenen lliber
tat asimptotica. El comportament a altes energies ve gover_
nat per una zona d'acoblament feble i ara el grup de renor
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malització permet efectivament de trobar el tan observat -
escalament i les les desviacions logarítmiques provinents,
en última instancia, del trencament de la invariancia d'es
cala.
Malgrat l'increment qualitatiu i quantitatiu dels nos_
tres coneixements sobre l'estructura i propiet�ts de QCD, no
cal dir que resten nombroses qüestions obertes. L'objectiu
de tots els esforQos és, en últim terme, obtenir informació
a baixes energies del lagrangia de QCD. Tots els problemes
que hem fet esment persisteixen tenaQment. A energies per
sota d'uns pocs GeV la llibertat asimptotica desapareix. -­
Com trobar aleshores resultats de la teoria? Al créixer la
constant d'acoblament al baixar del domini de col.lisions a
alta energia, com obtenir prediccions en una serie pertor_
bativa amb una constant d'acoblament gran que, a més, depen
de l'esquema de renormalització?
Hi han moltes altres dificultats dins el marc de la
QCD pertorbativa; elecció de l'esquema de renormalització,
carregues efectives, operadors no locals i operadors com
postos, funcions del grup de renormalització a ordres su
periors, parametrització de divergencies infra-roges, llur
equació tipus grup de renormalització, sumabilitat de la
serie, •.• per dir-ne només unes quantes de les llacunes -­
existents. La major part d'aquests punts són d'interes ge_
neral en teories de camps.
Aquesta Tesi pretén estudiar alguns deIs dits punts.
En un camp tan estes i en rapid desenvolupament com ho és
el de les teories de gauge, un treball d'aquestes caracte_
rístiques no pot sinó consistir, creiem, en una serie d'ar
ticles més o menys compaginats. Aquesta és, en efecte, l'es
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tructura d'aquesta Memoria. Segurament l'exposició i or_
denació s'en resenteix d'aquest origen, raó per la que
hom demana la indulgencia del lector. El curt temps pa_
ssat també ha deixat sentir la seva petxada. Així, la
part 11 en la que hom estudia la definició d'una constant
efectiva d'acoblament invariant gauge -una qüestió intens�
ment discutida a la literatura en el moment de la seva pu_
b1icació- ha perdut part del seu interes, amb prou feines
uns mesos després. Una servitud inevitable.
La part original de la present Tesi ha estat recolli
da en els articles següents:
"A Unique Coupling Constant in QCD" , D. Espriu i R.
Tarrach, Physics Letters 102B, 163 (1981)
"Effective Coupling Constant in Quantum Chromodyna_
mies'; D. Espriu, P. Pascual i R. Tarrach,
of Physics G 1, 1591 (1981)
"On Prescription Dependence of Renormalization­
group Functions", D. Espriu i R. Tarrach, The Phy_
sieal Review D 25, 1073 (1982)
"Renormalization of the Axial Anomaly Operators",
D. Espriu i R. Tarrach, Zeitschrift für Physik C­
Particles and Fields (aceeptat)
Journal
L'apartat 1 vol servir de recull de resultats neeessa
ris i de recordatori de notació. A més de la part 11, ja
dita, hom estudia a la seeeió 111 la dependencia en la pre�
cripció de les funcions del grup de renormalitzaeió. k
l'última part, IV, la més estesa, hom ha volgut estudiar la
renormalitzaeió deIs operadors de l'anomalia axial.
So, what happened to the old theory that I fell
in love with as a youth? Well, I would say it's b�
come an old lady, that has very little attractive -
left in her and the young today will not have their
nearts pound when they look at her anymore. But,­
we can say the best we can for any old woman, that
she has been a very good mother and she has given -
birth to sorne very good children.
R.P. Feynman
I.l El lrlgr8ngia de QCD
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: matrius de Gell-Nann
Els casimirs associats s6n
N1._,
lN (2)(T ·/�,.IT·�r= 4.{�1 ¡�r =
{TA/be {TAJcd = (ll&l d'J = N d"J
( per a SU(N) ).
1.2 Simetries globals
El lagrangia de QCD és invariant sota les transforma -
cions uniparametriques
lj'(XI� e'tf t-n: I "'C't} e: ci:
(3)
1 és la matriu identitat Nf-dimensional. El corresponent -­
corrent de Noether és:
. J � _1( �
1j. (X I = L?- 'f¡ {tIa, 'Pi {x / (4)
«:1 ,::1
amb una carrega associada, el nombre barionic, que és, per
tant, conservat.
(5)
A més, (1.1) és inveriant sota tr�nsformacions inde -­
pendents per a cada un deIs sabors
i = 1, .. " NI (6)
I.3
Per a cada j existeix un grup essociat U.(l), grup que �s una
simetria global del lagrangia. c(QCD ��, com a conseqüen_
CiE, , invariant sota Uup(l) x Udown(l) x ••. El signifieat
físic d'equesta simetria global �s clar: les interaccions -­
fortes conserven separadament els sabors.
D'existir a m�s degeneració en dues masses ( p. ex.
I!lu = md ), hi ha una simetria global sota SUu d(2). Si la,
degenera ció s'est�n a totes les masses, la simetria �s BU(Nf)
(1)
(índex A no sumat )
juntament amb la simetria global (2.3).
En el límit ffij ::: O apareix una nova simetria






�'f � ex, (-; e Ir 1 J (2)
Els corresponents corrents de Noether s6� ( suprimint-hi -­
l'índex de color)
v.1A-1_ IV 's T.�IrJ lui
J4
- 1
l' '} T •
{Al - i tAoI IV J
A,. = r t/A ir- T;¡ T
J; ::> r;� (r- if¡
(3)





Q ;'" = I J'x
(ir :. J J)x
{/tI
� li, tI






(�I lBI] '1 �
BC «)
Q I Q = I Q [¡J)lA-1 ISI] _ . f.A�C ta� ,qs - I Qr
[ ....,
I�I
� l&l7 _ . t'" tclq r I qs- J - I �
(1)
r.1 IA-J_ f {al {Ir,;\.lL. = Z Q _ (1) /.J
'": 1 (I!J
{Ir} ú/¡'f� = Z '( .,. fXs (2)
La simetria global de QCD en el límit sense masses és:
(3)
Com es tradueixen a l'espectre de partícules observa_
des aquestes simetries? Qualsevol simetria pot relitzar­
se a la natura de dues formes diferents.
1) A la Wigner-Weyl. El buit és annihilat pels gener�
dors del grup de simetria ( � /0)::1 () ). El teo
rema de Coleman2 garanteix aleshores que els estats
físics s'ordenen seguint les representacions irredui
bIes del grupo Si fos aquesta la realització que la
natura ha escollit hi haurien multiplets doblats amb
totes les mateixes caracter!stiques ( dins deIs lí
mits del trencament de (3) ).
2) A la Goldstone-Nambú. El teorema de Goldstone3 és
ara el que estableix que per a cada generador sota
el qual el buit no s'annihila 3pareix un .:nesó de ma
ssa nula i spin zero.
Capritxosament (?) la natura no ha triat cap de les dues
possibilitats. D'una banda no veiem doblets de paritat amb
les mateixes característiques ((0-,0+), (l�l-), (12+,12-)
••• ). Altrament,si bé podem assignar l'octet 0- als mesons
de Goldstone provinents de Q5(A) no hi ha n candidats per a
Q(A). La realització escollida ts:
I.5
(Ir)
� l0> = o
(A-)
Q;- to» 1= O (1)
Existeix un multiplet de mesons de Goldstone pseudo-escalars
i un conjunt de multiplets massius, amb masses degenerades.
Per suposa� la simetria quiral no �s una simetria exacta;
els mesons de Goldstone adquireixen una massa 1 es trenca la
degeneraci6 dins de cada multiplet. Com mu 'V md ...v O, el -
grup d'isospin sí és bona simetria.
El problema, com és sabut, es presenta amb UA(l). No
coneixem cap nova simetria de la natura, cap nou nombre quan
tic. Si la simetria s'implementa a la Nambú-Goldstone apa_
reixera una nova partícula lleugera, pseudo-escalar, ••• pot





no pot ésser un corrent conservat. En realitat -­
( Cfr. secc. IV ) que aquest corrent presenta una
divergencia anomala
(2)
( en absencia de masses )
Pot definir-se a partir de (2) un corrent que satisfaci -_-







I!" és dependent del gauge i per tant no és observa
Tot i així la c3rrega associada
f'
- o
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1.6
no depen del gauge�. Aquest resultat ja era conegut per a
les teories no abelianp's5. Arnés
(1)
Q5 �s, doncs, una carrega conservada lnvarian� gauge; aixo
vol dir observable.
A la QCD existeix un invariant topologic, l'índex de
Pontryaguin
(2)
que pot recorrer tots els valors enters6• Si q'¡' O el
buit de. QCD té una estructura (G vaco ), apareixent ins
tantons. En aquest cas ja no és certa la independencia d'e L
gauge de Q5. El trencament de UA(l) esta, en definitiva, in
timament lligat a la presencia d'instantons.
1.3 Tensor Energia-1mpuls
.
En absencia de masses hi ha encara una nova simetria
r
11&/
'J 'a (1.1). Per pures raons dimensionals, si (� ... p" es
una funció de Green D-dimensional; a nivell classic
o� - 1> J r'O'¡lPw" )Po/ = O
o bé, a l'espai de posicions
f l' ., l'
/1)1
(f)+ z: Xi se» I' fXi, ... I XII J - O1=" '/,/
(3)
(�)
A nivell del lagrangia la invariancia sota canvi d'es
cala es tradueix en la simetria sota ( �i son generica_
ment els camps )
� ¡ � i









D/4 = L l i J; � X).T r
i � /�� �;I
= ¿ TT/,A di �i + x).. T,..A
i
és el tensor energia-impuls canonic
(3)
TrA = E 7r;f&.\�i - f pAo("
,
(4-)
Noteu que si el lagrangia no satisfa (2), sinó que, de




La carrega associada, b = ¡&/1_x Do (�f) , actua com el ge_
nerador de les transformacions d'escala
(7)
El tensor energia-impuls (4-) no és, pero, invariant -­
gauge, ni tampoc simetric en els seus índexs. Malgrat tot
aixo hi ha una certa arbitrarietat en la seva definició8-11•
,
Es possible definir, sempre a nivell classic, un nou tensor
""'"
f), v que verifiqui les propietats:
T.8




EJ tensor de moment angular ( orbi
(1)
i les carregues cor-r-e aponerrts son cons er-vad.es ,
"" Ü 11
iii) Sigui conservat, J,.. & r= O
cia de ma s s e s , Ol'p = O .
iv) Es verifiqui, igual que per a




Es encara possible una redefinicióll, f) /A" , tal que
� ePvD = x., (3)
i continui satisfent i)-iv). Per tant,
(4)
Deixem de costat qüestions com la finitud d'e.quest ten_
sor o, fins i tot, 1E( seva e zpr-eas.í
ó
exp l.Lc í,ta , En el pro_
c�s de renormalització la invariancia sota canvis d'escala
es perd. Fins i tot en unR teoria sense masses apareix una
ascala d'energies que li �s pr�pia ( transmutació dimensio
nal ). La diverg�ncia del corrent de dilatacions -la traca
del tensor en8rgia-impuls- és a Le sho r-es dLs t inta de zero.
I.L+- Renorm'::31it0sció de fune,ions ce Green
Per a una ulterior renormalitzRci6 �s necessari regula_
ritzar les integr¡-¡Js divergentE que apareix,,::'l en qualsevol
c�lcul a partir d'un cert ordre. El m�tode universalment
acceptat COill 2 m�s adient per 8 teories nQ ahelianes de --
1.9
gauge �s la regularitzaci6 dimsnsional12,13.
En D = t¡.,.Zé dimensions 21s carnp s i par-ámetre s de -­
(1.1) adquireixen una dimensiona�itat
o O
[Wr] = Mr-I [¡ ]
-- +2.
- M 2--
[ 't' 1 M
t::J
['" 1 M- 2. -- -
-º--1 (1)�
[ C( 1 MZ. [ tt ] - M-
Una vegace regu18ritzada amb € la teoria ha de �enormalit
zar-se. El procediment de renormalització implica realit_
zar totes les subtraccions independents deIs moments nec�
ss�cies per a fer finita qualsevol funci6 de Green. Que ai
xo és possible a tots els ordres no és un fet trivial.
QCD �s, pero, una teoría de camps renormalitzable
ssible trobar sempre la dita subtracció.
. ,
1 es po_
En teoria de pertorbacions el programa oe renormalitza
ci6 passa per subtreure les diverg�ncies deIs diagrames -
que 8PGreixen en el cá Lcul d'una quarrt i.ta t clonada; de mane
ra que es �atisfaci ordre per ordre una certa condici6 de
renorrnalitzaci6 ( sempre compatible 8mb l'ordre més baix )
El'. gene re I i-;ot din grama cODté subd
í
agca ne s dive.cgsnta ,
g �s un subdiagrama de G si és un subconjunt de v�rtexs de
G Hmb totes les l{nies que e�s uneixen directamente A ca
�
da diagraua propi G aas oc iec una f'arn i.Li.a J- de tots e I,s
subdiagrames propis i connexes. Si el gra� superficial de
diverg�(l.ci3., w(AJ W(gJ< () 118 éF , el rlie.grHmn �s con
-,7er-gsI!.t. Si wl9J < O JId €7 , J =/:- (; 'L culó) � O tot;r�s
les divergenci.ep 8S t r-obcu <2n -l11 )olino:rL1 de grélJ W{&/ en
eLs morscn t s externs i ] es It1;::3Se�;.
'It}
Cónsiderem una funci6 propiA. f7 ,representada per
un diagrama G. Direm R" a aquell integrand Al qual -
1.10
hom ha fet les addicions de tots els contra-termes de tots
els subdiagrames divergents. 'I'a nme t e i.x , Rr sera l'in
tegrand que fa finita la integral. Si r no té diver
gencia primitiva It" = �r Finalment I" és l'inte
g�and obtingut a partir de les regles de Feynman.
_En el ca s que ur]6}? O , la diferencia entre Jí,..
i Rr ha d'eliminar-se amb l'ajut de la pertinent sub
tracci6. En el formalisme BPHZ14 la renormalitzAci6 es fa
mitjanQant tantes subtraccions en la funci6, primera deri
vada, .•• corn sigui necessari per a satisfer les condicions
de renormalitzaci6. Genericament � sera la serie
Taylor en el punt ( euclidia per a una teoria sense masses)
que fem la substracci6 fins l'ordre necessario
Per tant
-
}\,. = (1- 1;,1 J�r (1)
D'haver-hi subdiagrames divergents, parts de renorma_
litzaci6, hom ha de subtreure les noves divergencies. El




�r= 1{' +L / r/lft ..Jsl!I/Tr. R.�I (2)16i,···. rs ( -
1,. 11 ó�. ;
r : parts de renormalitzaci6
Hom agrupa les parts de renormalitzaci6 en boscoso
Un bosc de tipus U de parts de renormalitzaci6 d'un diagr.§.
ma G és una familia de parts de renormalitzac16 de G els
membres de la qual satisfan
(3)
I.ll
Un bosc tipus V satisfa els mateixos requisists que
els de tipus U, per�, a m�s, no cont� el diagrama total G.
La solució de la f6rmuls de recurrencia de Bogoliubov
s'er�res�a, en termes de boscos U i V
(l.a)
(l.b)
s'ent�n que actua priuerament la substracció en el -­
diagrama interior. És clar que si 0 no �s superficialment
divergent els boscos U i V coincideixen.
Encara que en el programa BPHZ no hi ha necessitat de
regular les integrals i �s extremadament útil per a demos
.
-
trar certes propietats generals, a- l'hora de la practica,
per a qualsevol calcul �s imprescindible la regularització
de les divergencies i la renormalització multiplicativa or
dinaria. En definitiva
(2)
L1 r : independent dels moments.
En particul9.r, els camps i parametres de la teoria vin
dran afectats d'una renormalització. Donat que la teoria
�s renormalitzable no hi hauran m�s divergencies primitives
,
que parametres i camps a renormalitzar en el 1-9.grangia. Es
possible, aleshores, afegint els contra-termes escaients,




Les corresponents constants de renormalitzaci6 s6n:
'V ""
Z¿F = 1 - Az 2'3 = 1 - /:1)
..., -
'-If - 1 - /).11' 21 = 1 - .ft.1-
23 = 1- .13 Ze¡ = -{ - 1>.'1 (2)YH
Z1'IN = 1 - �1 Zr
= 1- Al'
Z, = 1- ll,
Camps i parametres despullats de la teoria:
W/41
D
_ Zfz W lA/ 3DYM = -Y¿,.. - 3YM � r.; ZJt� ,
'fIAJ
o
= ZJ'1 Vi.. , ,... l Z-IZ _1/2. ,3, --
'f0 I/Z
1 .3 $VM
= 21.� 1/' ,. F - -YZ
-I
- Zlr 23 '114 Z lF ,o
= ZIt l¿;' mj (3)".I t z, Z�� �z.'De --I 4 -I = Z, 23'tN ¡-a,















Els camps i parametres despullats formen un lagrangi�
formalment identic al primitiu ( en particular, les matei_
xes regles de Feynman). En termes de les constants de
renormalització una funció de Green renormalitzada s'obtin
dr�
(2)
G ,;1T , i Q són el nombre de gluons, fantasmes de -­
Faddeev-Popov i quarks externs, respectivament. La funció
renormalitzada contindr� uns dependencia en la condició
de renormalització escollida, simbolitzada per ,.
Una revisió deIs esquemes de renormalització pot veure's
a ref.16.
I.5 Grup de Renormalització
Renorffi.91itzant en diferents esquemes, R i R'
r(lpf .. · P"J = ZlRJ ro {P•• •• PIl!
rltdp, ... PH J = Z tR,' J 1: [,� .. , p,.,J (3)
Si





En general les z/re} I Z 11.'/ s6:l divergents, pero
ZfR' �J , relacio:lant dos termes finits �s convergent. -,
,
Obviament les Z.s han de satisfer les propietats de -
grupoide:
I.l'+
Z ie', � J = Z {(¿u,R') Z. tn', R)
Z_'(�I,�J = Z 11<, R.'/
Z IR,RJ::: 1
(1)
En esquemes com el de Weinberg17, W ; el de 't Hooft18, MS;
o el de Bard2en19, MS; l'estructura és més amplia, de -­
grup. En aquests esquemes el producte de dues Z� també
és una Z .
Considerem ara (13.2). En una forma general
Donat que r" és independent de l'
[
� i De � � 1.. 'JI; ,". d J4 g ] .r ;1p + r dp � ..,.T IIti r¡¡ ';;';¡ + f;r; "Ji
rlf! 000 PII, � ,4,lftj. ,.¡=i ,.�r1"00p"," ,4., M,. .1'1 (3)
A (3) apareixen unes funcions universals -independents de
la funci6 de Green que es considera. Concretament
Át
( P t«, lli, Al (4.a)P7F=
� ¿Mí - - Oi {�/J(/',a.J ('+.b)---
Mi dp
-
d� - d (�,)tilttl (4.c)p-¡¡=
amb Xi = "';/ fA. La f'unc í.ó p és la funci6 de Callan­
Symanzik8• Després,'t Hooft18 i Weinberg17 varen extendre
el formalisme a la forma presento Els origens del grup
., � � lt' t· 20,21de renormalitzaclo SuD, peru, mo mes an lCS •
I.l5




De la renormalitzabilitat de la teoria se segueix
que les funcions (l�.�) i (15.1) s6n finites. A més, en
els esquemes W, MS, MS s6n independents de les masses
( referent a la dependencia del parametre de gauge Cfr.
secc. III). Per descontat a l'esquema f hi ha una de
pendencia no trivial en Xii a •
per a
Un analisi dimensional condueix a la següent equació
r:
[Ah +Z.Mi a:; + r ,,� - D] r {A'v·J.fll/�/4,"'j ,/,,1
,
=0
De (2) i (14.3), amb
t = (11 A
[_2. + 1).1( l. +d l.. - ">[1+á;]X; 1. +D-ÓI'Jr{e�.... lP'¡If(,.,Mi,f4 (3)Bt 1" '1< #14 f I JX;
=0
(2)
a on, per a funcions de Green completes
(�)
La solució general de (3) és:
t
r le tP1 . � e
t
fJI, � I a, x, I 1') = e't, I t D - {Jt' tr { ti" (t� 1( l/J.o
r IPI··' PNI"i;14, Xi , r I (5)
1.16
on ;¡- , x i
rencials:
-
, tf son les solucions de les equacions dife
(l.a)- ;- P{� J
�� U,I(J = - [ 1 + t; (ttl] �;
dA #,fIl.] = f (;' )
át
I X; lo ,el) =.xi (l.b)
I (l.c)
Les solucions de (1) són les constants d'acoblament, masses
l parametre de gauge running.
El comportament d'una funció de Green quan tots els mo_
ments s'escalen ve governat pels parametres running de la teo
ria, així com un canvi en el factor global d'escala (dimen
sió anóma la ).
,





amb en el MS o MS� pero no apareix en els altres
esquemes.
La integra ció pot fer-se separadament i sense problemes
en aquel1s esquemes independents de les masses i en els que
fo i Y no depenen del parametre de gauge (Cfr. secc.
111). Si aquest és el cas, a primer ordre
(3)I Q1.
-P"l�Jfi
A és la constant d'integració -independent del punt de
1.17
renormalització, pero depenent de l'esquema.
A l'ordre següent
,
Es útil també la relació a dos bucles
(2)
La integració de (16.1.b) condueix ( tenint en compte
(16.3) ) a l'ordre més baix a:
A '" t. J'.,/
X. = �/j_ tu � / /ZPI· (az. 2. Al .) (3)
A
Les constants d'integració Mi
les masses corrents ) satisfan
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fo., = -!!_ C,_{b J +- Nf, 3 (l.a)
%1= � fz{/(j
f1 = 4 [(¡{&J(ft - f/ - fF_]
(l.b)
(l.c)
P. a » S f1 = -
12 (1.1(r/+ IZ CllúJM.¡ + r¡ (l tRI Al.¡ ref. 22 (2.a)
(2. = � {z'1/l/+ :! {z_t/{I (¡_Cfr/-� (�{R.I Alf ref. 23 (2.b)
� = -t [ : C¿l{lr/ (Zat+1f4-51/ + l N¡ (¿ (�/ ref. 24 (2.c)
+ i Nf e, (trI)
..
Una relació completa de les constants de renormalització
a dos bucles pot trobar-se, p. ex., a ref. 24.
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¿ Er3 necesario todo esto?
Goya
Quan pretenem calcular una quantitat observable m§s
enlla del nivell arbre, ens trobem en qualsevol Teoria de
Camps més o menys realista amb divergencies. Aquestes di
vergencies han de renormalitzar-se amb l'ajut d'una certa
prescripció. L'objectiu últim del procés de renormalitza
ció �s establir el contacte entre la predicció teorica i -
la realitat. Aquest objectiu pot assolir-se sense cap di_
ficultat especial quan el fenomen en la qu�l descripció -
estem interessats pot relacionar-se directament amb les -
prediccions de la teoria. Aquest és el cas en QED, a
l'electrodinamica qu�ntica. Existeixen dins d'aquesta teo
ria unes masses ben definid.es per L" experiencia; sembla, -
per tant, raonable renormalitzar damunt la capa massica.
Aquesta és efectivament una elecció assenyada, puix que la
teoria es troba lliure de singularitats infra-roges essen
cials en aquest limito
A l'electrodinamica quantica tota quantitat fisica pre
dita per la teoria pot expressar-se en termes de la massa
de l'electró i de la constant d'acoblament electromagneti_
ca ( constant d'estructura fina) que, a més, és el parame
tre de l'expansió. Per suposat que no es tracta d'una coi!!,
cidencia en el cas de QED. La teoria sortida deIs treballs
de Pauli,Dirac,Heisenberg,Schwinger,Dyson,Feynman y Tomon�
ga, entre d'altres, ha estat construida tot al llarg de -­
vint anys, sobre els fonaments d'una teoria classica. Els
refinaments que s'han introduit han mantingut el parametre
lTnatural" de la teoria.
A la Cromodinamica hi manca un equivalent classic.--­
La constant d'acoblament no és directament observable; no
hi ha raó per a privilegiar cap esquema de renormalització.
El resultat d'aquesta llibertat absoluta és que tota quan_
titat fisica -calculable en el model com una serie de po_
tencies en la constant d'acoblament i masses deIs quarks
11.1
II.2
fins a un ordre donat- ser� diferent segons l'esquema de -
renormalització triat. Masses i constant d'acoblament po_
drien evidentment substituir-se en termes de quantitats -­
observables; el poder predictiu de la teoria seria el m3_
teix, pero tot i així, el calcul hauria d'efectuar-se e. tots
els ordres i s�mar-�e la s�rie pertorbativa, en el suposit
que aixo fos p ssible.
Per a més gran senzillesü suposem que estem interessats
en calcular una certa amplitud que ve descrita per una se_
rie de diagrames sense divergencia primitiva. Tot i així
aquesta quantitat depen de l'esquema de renormalització mit
janGant les masses, la constant d'acoblament i, eventual -­
ment, del parametre de gauge. Depenent de la nostra capaci
tat de calcul, hom podra avaluar aquesta quantitat fins a"
ordre �A. Per a extreure una predicció s'ha d'introduir
un valor per a la constant d'acoblament que s'haura obtin_
gut d'algun altre calcul pertorbatiu comparat amb l'expe -­
ri�ncia ¿ en quin esquema? En principi semblaria raonable
donar més confianGa a aquell calcul que condueix a una cons
tant renormalizada més petita; pero, donat que els coefi -­
cients també depenen de l'esquema, l'arbitrarietat en l'elec
ci6 de l'esquema comporta necessariament una incertesa en
el valor de la nostra amplitud. No es tracta tant d'esco -
llir un parametre apropiat per a l'expansió pertorbativa -­
com d'intentar minimitzar globalment la contribució d'ordres
superiors.
Lamentablement no hi ha manera d'estar segurs respecte
si un esquema donat minimitza o no l'error comes al deturar
els nostres calculs a ordre n sense con�ixer el valor exac
te. En principi, ens agradaria que al calcular una quanti_
n �, �+f
tat fins a ordre o( l'error c ome s fos d ordre ti( • Mal
grat aixo, el pes real deIs coeficients pot destruir aquesta
espe ranca ,
Considerem, p. ex., les co�reccions de QCD al quocient:
II.3
R::. (1)
R ve donada per
RtSJ =3 L;. Q¡2.[1 + «;:SI +-Rj Of;l})':,.. .. .J (2)
I
R2. s'ha calculat en diferents esquem;:.sl-� En el NS y MB'
(R1.1I4S = '1.3S - O.It�]. N¡
( R1. J liS = 1.'s - O. 11S N¡
(3)
(4)
mentre que a l'esquema de Weinberg, triant el vertex de
tres gluons, amb a=O per a definir la constant d'acoblament
renormalitzada
(5)
Com típicament O(s(S}"'" 0.1 per a S de l'ordre d'alguns
GeV, la incertesa teorica provinent deIs diferents coefi
cients ,er als diferents esquemes supera ampliament l'error
pertorbatiu,.
La situaci6 és forQa més incomoda en el calcul de les
desintegracions de quarkonium
r/�Q�2.3J
r fQQ -+ 2.11
on distingim entre la constant forta, O<J' i Ls d.' estructura
fina, o{. q és la carrega del qua rk ; nrt") la seva massa.
� � .
En diferents esquemes obtenim
(8 } = 22.11(f HS
(7)
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La magnitud deIs coeficients pot fer-nos dubtar de la vali
desa del c�lcul pertorbatiu; malgrat aix�, en abs�ncia d'una
solució de QCD, pot reflectir simplement una elecció dolen_
ta del pa rámet.ro de l' expansió. Rem (le renunciar a cá LcuLe
méa enll� de l'ordre més baix? En realitat ningú dubta
que QCD és escaient per a la descripció del món hadr�nic.
Les prediccions a l'ordre més baix es comparen JUolt favora_
blement amb l'experiment en col.lisions profundament ine_
lastiques. Hi hauria raó per a confiar en aquestes predic_
cions amb una s é r i,e divergent o as í.mpt
ó
t í.ca 'ja a partir del
segon terme? Quin sentit tindria aleshores exigir la re_
normalizabilitat de la teoria? A més, la s�rie pertorbati
va de QED presenta una gran semblanQa amb la de la Cromodi_
n�mica i la seva coincid�ncia amb l'experiencia és especta_
cular. Naturalment Ois » o( , per� al ser determinant el
paper deIs coeficients fóra sorprenent un comportament -­
-com a s�rie- molt diferente
No hi ha cap resultat general respecte a l'aplicabili_
tat de les s�ries pertorbatives a lés teories de camps. En
general, la confianQa en elles rau en els bons resultats -­
que proporciona en QED. L'espectre de partícules a expli_
car és, per�, molt diferent i tal vegada fóra excessivament
optimista explicar-lo en termes de quarks i gluons com a -
camps locals. La s�rie pertorbativa de QCD podría ser per
fectament inútil. En qualsevol cas sembla l�gic suposar
que, a més de la contribució pertorbativa, el calcul de
<}ualsevulla quantit3t contindra termes relevants a baixes
energies, no obtenibles pertorbativament.
Si aquesta separa ció pot fer-se d'una forma consistent
o no, est� més enlla d'aquesta discussió, per� en qualsevol
cas sembla necessari determi�ar algun metode per a minimit
zar la contribució d'ordres superiors.
S'han donat diferents arguments Assenyalant que, P?!.
ser, la sUbtracció en un punt euclidia fóra el m�tode més
apropiat5• La idea és incloure tantes correccions radiatives
com sigui possible a l'ordre més baix. En general aquest
II.5
procediment sembla conduir a menors coeficients ( Cfr. 3.3-7 )
pero tampoe semblR una diferencia decissivh. D'aquest tipus
d'arguments es deduiria que el caracter de la
dria de l'esquema dp renormalitzaci6 emprat.









el valor del propagador renormalitzar en una prescripci6
"dolenta". La diferencia entre aquest valor i la "bona"
prescripci6 és �TT • Com el nombre de diagrames creix fac
torialment, també ho farª el nombre de propagadors inserits
en una funci6 de Green. Si suposem que no hi ha correlaci6
entre els diagrames, el valor de la funci6 en la prescrip_
c í.S dolenta cre í.xecá com Arrn!. Aixo pot convertir una se
rie convergent en asimptotica o divergente
Aquesta és certament una situaci6 incomoda. Aquest ti_
pus de raonaments poden, pero, no ser valids. El punt debil
és suposar que els diagrames no es troben correlacionats.
De fet existeixen raonaments en contra del creixement expo
nencial de la serie pertorbativa. Cvitanovi66 ha conjectu=
rat en el cas del moment magnetic anomal a QED que els coe_
ficients creixen solament com n Recentment s'han Rvan
Qat resultats envers la convergencia de l'expansi6 1/N 7
que proporciona resultats millors que el que és esperable
del parªmetre de 1'8xpansi6. Juga un paper en aqueHts ar
guments la simetria de gauge.!
Un purrt fins ara no discutit és el de la depend.encia
! Encara que no �s probablement significatiu en aquest context, puix
que nom�s interv� un diagrama a cada ordre, s'ha vist la converg�ncia de la
s!lrie que defineix la fundó 1f en 1 'expansió 1/Nf 8. En aquesta mateixa
expansió la funció p de Callan-Symanzik en QED sembla tenir un desenvolu
pament asimptbtic 9.
II.6
en el gauge. Si pensem, p. ex., en la renormalització a la
Weinberg, clarament la constant d'acoblament renormalitzada
,.
depen del gauge. Es cIar que aixo no implica que el resul_
tat final sigui dependent de a. Com, per mor de les diver_
gencies infra-roges, la renormalització s'efectua fora de
la capa massica; a més del parametre A ,les funcions de
Green renormalitzades dependran d'un altre parametre, � ;
malgrat que per al resultat físic on-shell només romandra
A. L'aparició de la dependencia en el gauge introduira
b i
...
t tlO A' � , �. duna nova am 19U1 a • qUln gauge sera mes raPl a la con
vergencia de la serie ?
Seguint un raonament semblant al que ja hem fet esment,
sembla raonable utilitzar la invariancia gauge per a reduir
els graus de llibertat. La renormalització on-shell elimi
na per descontat els graus no físics de llibertat, pero -­
en una teoria farcida de divergencies infra-roges no ens
serveix. L'utilitzar el gauge de Landau elimina un grau de
llibertat del propagador del gluo. Per la mateixa ra6 es
perariem que una elecció millor fó�a el gauge axial, del
qua L estan absents els graus de ll:i_bertat del ghost. En­
aquest gauge
] (1)
Si a més apareixen les masses deIs quarks en el nostre
calcul, la situació es complica encara més. Aquestes masses
depenen de l'esquema de renormalització, apareixent tot el
problema de llur definició. En qualsevol cas apareixen a
ordre n termes típicament com lnn f/mQ2. El grup de
renormalització ressuma els termes logarítmics, pero a par_
tir del segon ordre la funci6 P depen de l'esquema. En
el de 't Hooft o en el de Bardeen tots els quarks contri_
bueixen de la mateixa forma, independentment de llur massa.
Clarament aixo contradiu explicitament el teorema de Syman
zik-ApPlequist-Carrazonell• Encara que qualsevol calcul
no pot dependre de l'esquema i, per tant, ha de manifestar­
se el desacoblament deIs quarks pesats de la fenomenologia
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a baixes erier-g i.e s , s embLa més que rl:lonable, cara a la con_
verg�ncia de la s�rie pertorbativa, exhibir expli�itament
el desacoblament. Sembla natural que en teories arnb dife_
rents escales de mRsses ( GUT's ) aquesta peculiaritat ha
de jugar un paper importante
11.1 PMS i FAC
De la discussió que precedeix és cIar que no és possi
ble donar una prescripció com a la més apropiada per a qual
sevol tipus de processos. Com extreure aleshores el m�xim
d'informació de la s�rie pertorbativa? En essencia aques
ta questió es redueix a donar resposta a dos problemes12
_
l. Donat un experiment, com determinar a partir d'ell
el valor de A ?
2. Suposat que hom ha determinat A , podem aleshores
fer prediccions raonablement concretes ?
Tant la resposta a 1 com a 2 exigeix confianQa en el
nostre desenvolupament pertorbatiuf. Una possible solució
és cercar diferents criteris raonables i assegurar-nos que
condueixen a resultats similars.
Stevenson15 ha proposat el principi de mínima sensiti
vitat ( PMS). Si la serie és efectivament independent de
I La determinaci6 de A a partir d'una experi�ncia de deep inelas
tic scattering pat veure's p. ex. en refs. 13-14. Els ingredients b� -­
sics son l'aperator product expansion ( Cfr. secc. IV ) i el grup de-re
normalítzaci6. La predicci6 tebrica que compararam amb l'experi�ncía ve
-
donada par una carta funci6 de correlací6 que es desenvolupa en termes -­
d'operadors compostos amb els mateixos nombres quantics i dimansí6 creixent
(higher twist). En el limit de Bjorken únicament �s relevant la contri
buci6 sobre el con de llum. La renormalitzací6 d'aquests operadors junt
amb el grup de renormalitzaci6 d6na la funcionalítat en Q�A� dels coefi_
cients qua acompanyen els operadors compostos.
El resultat purament pertorbatiu prov� del lowest twist: la iden
titat. Si es retenen m�s operadors, apareixen els seus valors esperats en­
el buit¡ contribucions tipicament no pertorbatives,perb encara importants
a energies d'uns pocs GeV.
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l'esquema de renormalitzaci6, sembla raonable suposar que
la serie truncada ha d'ésser mínimament dependent. L'altre
criteri, FAC (Fastest Apparent Convergence), menys elegant,
pero segurament més intuitiu suggereix que un bon esquem3
ha de presentar petits coeficients a ordres superiors. La
prescripci6 ideal és, en aquest esquema, la que minimitza
el coeficient a segon ordre.
Tornant de bell nou a la annihilaci6 e+e-( eco 3.2),
podem escriure








tJ{ {PI} [D P,.J_;'I. ]- + - "1 - - 'lI't '/7f 'Ir 2. S (2)
0((/1-1 és la constant d'acoblament renormalitzada en un cert
esquema descrit per f . El criteri .de renormalitzaci6
que satisfaci el FAC sera aquell en el; que
R-z. -







t {h 114 p,rr, �L=-
2. ,11- Pf'L PLDI..
es 0fO 12,16verl lca
(3)
(4)
.,.. O (t( J (5)
r
(6)
a l'esquema de renormalitzaci6 que satisfa (3). El membre
de la dreta de (6) no depen de l'esquema de renormalitzaci6
(ho veiem de (4) i (3)); la dependencia de R2. en l' esquema
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cancel. la el canvi en A. Per a cada S tr'oba r'em un c< amb el
que el verifica (8.3). Podem evidentment fer servir l'esqu�
ma més convenient per a calculEr (8.6) (p. ex. l'esquema -­
mínim). Numericament aquesta prescripció porta en aquest -
cas a uns resultats12 semb1ants a1s de l'esquema de Weinberg
-cosa no gens sorprenent, car el coeficient és en aquest -
cas més petit.
FAC W f.¡IS
ff = 1011 MS
..,
R =.104-11 .10427 .10067
IV
(S= 20 tl i.'im"
R =.07953 .07967 .07796
(1)
rs = 30/\ MS
R =.06103 .0610S .06027
Apliquem ara el PMS. Exigim que
r; �
- R (SJ = O
aA (2)
per a imposar aquesta condició cal coneixer
rivant a (1.17.2)
De
lA «(1" = - f(�111/!p/!ff' �Pi)
i tenint en compte que �Rz = � s'arriba a
JA 11
/31. + 2 [/32 ri- + P4]! /(1, - P.¡ � 1f1.J == O
(3)
(L¡.)
En 1Ioc de (S.L¡.) prenem sra
RISJ= � _{�Jl fir 1T Z [PI,.{ + � ]'P1. .".
mentre que (S.6),és
(5)
b. t.. !!i! _ .I. + ( = �1. + l!.. J.. !_
f34 PIrA D( Z[P�l+"il 2. ,11.
De nou (6) no depen de l'esquema de renorma1ització i podem









20AIvIS R =.07977 (1)
rs = 30" MS
,.J
R =.06112
11.2 Constant d'acoblament efectiva
Una manera apropiada de relacionar les expansions peE
torbatives corresponents a diferents processos fóra arri
bar a expressar les series en termes d'un parametre inde
pendent del procediment de renormalització.
Examinem una vegada més quina és la situació en QED.
Sia lTo C,2.) l'alltoenergia del fotó, sense renormalitzar, i
considerem ara la quantitat
1





Per trobar-se escrita en termes de quantitats renormalitz�
des on-shell és finita. Per construcció dIOJ () J = '1 .-­
En general, res no ens impedeix treballar en un altre es





d ( f' 1, r' J = 1
JI? I o ) � O(C(
ft 11.
, quadt �2� O
(4-)
és a dir, recuperem la llei de Coulomb. En qualsevol cas
O( d ({l., () J fa el paper d' una carrega efectiva. Al' es







En conseqüencia, si volem retrobar la llei de Coulomb cal
que prenguem un paremetre de desénvolupament
(2)






á (,Z¡ f� ({pI} �
11. ,z-+o
puix que en QED :2 � :: Z;4 17
ra6 la cªrrega efectiva18,19
(5)
Per aquesta mateixa
s'expres8ar� en tie rmes dA qua rrt í ta ts s ens e ceno cnaLibz.a r
de la mateixR fo�ma
Aquesta igualt8t constituelx el punt de pnrtenQa par a
obtenir la formu19ci6 del grup de cenor�a1itzaci6 a 13 Pe
terman i Stueckelberg i arribar a l'equaci6 de Jell-Mann i
T 18,19,22uow
A 1'electrodin�mica disposem, doncs, d'una constant -
d'acoblament -que t�, a m�s, �n evident s8ntit fi3i�- i�de
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pendent de l'esquema de renormalitzaci6. A m&s, 9questa -
c o ns t s nt és independent del gauge donat que 7TD no dep é n
de a
Quina és la relaci6 entre
tant running? Recordant que
tfE�F l,l.} i ti 1,1)
-¡ (,2: 1J4"tJl = � (fI/)
{ I.J
-
ZceEFF' = o( 1, J
1
(7)
a l'esquema dimensional; per tant
(8)
Tot i a í.x i , tiEFF(fZ:lp'l.IJ= i,lpJ ; 19 constant running a l'es
quema p coincideix amb ()(EF"F Noteu que per al' es_
quema de Weinberg tampoc es verifica. DI fiFF permet
relacionar f�cilment les constants d'acoblament renormalitza
des en diferents esquemes.
La constant d'estructura fina ve donada simplement per
(9)
Adonem-nos que (10)�'.
11.., OA altes energies
(11)
Suposem ara que la teoría presentés do;"] ti¡m::; il� fr-,r_
mi ons , 1.l}1 [1,' t lleuger' ;_ un altee de molt pesat ( masses -
m i r1 respectivament). La intuici6 suggereix que M ha d'é_
sser irrelevant en el límit Thompson. A l'esquema f aixo
II.13
�s cIar. Dissortadament a la ranormalitzaci6 dimensional
aixo ja no s'exhibeix eXPlicitamentl; a primer ordre nom�s
depen te P1 �R a dir del nombre total de fermions. Malgrat
. " -
a lXO tXEFF:P o< 11.s i la quarrt í, ta �-; r eLevarrt
(1)
sí t� el comportament esperat
J S'han proposat modificacions al MS que incorporen el desacopla_






com s'ha proposat a ref.20.
Mitjan¡;:ant 1 'utili tzaci6 de Ol'm s 'ha demostrat21 que al nivell de
dos bucles a QED es presenta, fins i tot emprant el MS, el desacoblament
a baixes energies.
D'una forma semblant �s possible definir en QED una massa efectiva;
aixb �s, una massa independent de l'esquema de renormalitzaci6, finita
i que tamb� podem expressar en termes de quantitats sense renormalitzar.
El propagador fermibnic no renormalitzat �s
1
So (1 J =
,( _ ", ti _ Z, c;J
am b � (1J = L,o (ll.¡. 11 � m.) Lz o 1,1.J
Definint





B= �z.z:.WJ B" I
la quantitat




proporciona una relaci6 entre els diferents esquemes.
ta definici6 .el propagador �s
Noteu que amb aques_
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11.3 Constant d'acoblament efectiva a QCD
,
Es la pregunta m�s natural a fer-se si una definici6
similar d'una constant efectiva d'acoblament existe ix o no
en QCD. En altres paraules, si hi ha una definici6 d'una
constant, dependent de p7. ,independent de l' esquema de
renormalitzaci6, finita i independent del parametre de gau
ge. La primera diferencia és que a QCD sempre hi ha nece
-.
ssitat d'un vertex. Aixo és així perqué a QCD la constant
de renormalitzaci6 que intervé dins de la definici6 de la
constant d'acoblament renormalitzada no és igual a cap cons
tant de renormalització de Gap campo
L'elecció m�s simple s'obté del vertex de tres gluons
i �s
% -3
r{mlP'J= l(o[Hn;;r{p!pl,,.I}[/� n.lp'l] (1)
a on TTI) {p2} és l'autoenergia despullada i el vertex pro






( 1 2 2)}T, I+]IJ rr.
"1' JI �t
(2)
+ trilineals en els moments
-rtdG {DI ,
1 ).1'1.1 �s el vertex a l'ordre més ba í.x , Es un simple
exercici comprovar que (1) és iLdependent del RS, i, per
tant, pot escriure's en termes de quantitats renormalitz8_
des en la mateixa manera funcional. Dissortadament no és
difícil comprovar que (1) és oopendent del parametre de gau
ge ja al nivell d'un bucle; car rr,;t {p�pl//21 conté termes
proporcionals a (D amb coeficients irracionals, mentre
que són racionals a � La cancel.lació és aleshores
impossible. No és dif{cil conv�ncer-nos que el escollir
un altre vertex per a definir la constant d'acoblament efec
tiva no elimina la d.ependencia en el pa.rámetre de gauge.-­
Així, p. ex., el vertex de quatre gluons té un terme en
a; 10 que no és possible cancel. lar per auto-energies' a un
11.15
bucle. Prendre un punt no siIll�tric, P/'::j:. ,: =i= P3' ,no so
luciona el problema i fa la constant d'':'lCoblament efectiva
una funció de m�s d'una variable.
1ntentem seguir m�s d'aprop QED. Noteu que si
TTJo3e Ip1.,fl,l J fos igual a 7T1I ((1 J l' equació (14.1) seria
igual a la seva equivalent en QED. La intenció �s,per-­
tant, triar una configuració per a la qual la funció propia
del vertex de tres gluóns s'assembli m�s a l'autoenergia-­
del gluo. Aixo �s talment aix! quan un deIs moments es pren
igual a zera, de forma que nom�s resta un momento Aleshores
escrivim el vertex d'acord amb la nova base tensorial com
(1)
essent l'índex JI el corresponent al moment nulo Per que
La raó �s que és l'únichem triat el tensor 3�p p" ?
tensor que apareix tant a l'ordre m�s baix del vertex
(2)
i a la part transversa al moment p
corresponen a aquest moment
en els dos índexs que
(3)
la qual coa a es vol per analogia 2mb el tensor ( transvers)
de l'auto-energia del gluo.
El preu possiblement a pagar per a tenir un moment nul
s6n les singularitats infra-roges. Malgrat aixo, s'ha cal
II.16
cuLa t. TTj�( (p�p�O) tal i COll1 ve: d.one t 3 (15.1) i r(""su1tn
ser finit infra-roig. Aix� es V8U f�cilment comparant la
sevCl. exp r-es s í.ó amb la de Tf,3°jt {p�p� l1 i comprovant que les
parts divergents son exactament les mateix9s. En efecte,
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X If- )( J
.
.,. 1 (1- y) - xyD D
D2 la discussió anterior �s c1Hr que l'an�leg m�s
proper a la c�rrega efectiva de QED en QCD �s
II.17
o
on 7T;9�(llplIOJ ve donat per (15.1). GO!l1 a (ll+.l), (16.5)
és independent del RS. A més -i aqu8st és el resultat possi
blement rnés significant- no present9 divergencies infra-rQ.
ges ni dependencia del panhwtre de gauge, al menys al ni
I
_
vell d'un bucle. Efectivament, donat que Tr,/l tp2) ve donat
per
(1)
és trivial co:nprova.r d'aquf i de (16.1) que tota la depen_
dencia en 40 es cancel.la a (16.5). Donat que (16.5)
és independent de l'esquema de renormalització, ho:n pot
escriure-�o en qualsevol RS com
Escollint, p. ex , , l'esqllema }'[S, en el qual la cons
tant d'acoblament renormalitzada és independent dAl parªme
tre de gauge; tenim a aquest orare
1
Il( ��� (1'¡ = C(1Ij /JI} [ (4- �H:{vJI (1 (6} [¡O - 33{r-1- e..�-:Vllj
1.
- MI [ZZ -, ((.,. � ;':V1 JI (3)
que és certament independent de aev) ,tl{/I} e s s enf el
pRr�metre de gauge renormalit�at. Noteu que definicions
similars ba sade s en e Ls altres tres 7ertexs de QCD no con_
dueixen 1:1 una definició indepen'�_Ant del g8uge r1' una cons tanb
d'acoblament efectiva a QCD. Tot aix� fa la definició de
(16.5) esspucialment �nica.
II.18
Rom pot millorar pel grup de renorm;litzBci6 aquAs_
1�a danr ra r
.,
v -'- e fXp e8S:LO
(1)
tenint 01 comp t e que per a ma sses distintes de z ero tamb�
dependria de ii .
L'equaci6 (16.5) és a Lechor-as , al ID 8nye, al nivell ca I
culat, l'equivalent f:l QCD de la carrega ele Gell-Hann i. Low.
Com QCD és asimpt�ticament lliure, coneixem el lfmit
- pl � O() Recordant L" expressi6 a dos bucles per
a la constant d'acoblament running en un esquema de renorma
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és independent del RS, (3) ens diu que p.. 1
(2{frl/to-l1{r.. e.. �TI) - NI (2l-' f(- eu �rlJ
1] {zJ&/ - 'Nf (l¡-)
són també independents del RS. Noteu que aquest resultat
6s cert fins i tot retenint les masses running, puix que
aquestes son zero en el lf:nit - f 2� CX1
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En c3nvi, no coneixem el lfmit de (16.5) a baixes
en.ergies.
Hem arribat a una defiLició esseLcialment 6nica i in
dej cndcrrt de l'esqlJeméi de renormaJització i'una cor sbarrt
A qne es Lleguoix en ter!:ues ele Ji IH
o en termes del esquema. MB"
(2)
No es dóna la relació amb l'esquema de Weinberg en raó que
las seves ambigUitats (elecció del v�rtex, elecció del pa_
rªmetre de gauga, elecció de la base tensorial). Per des
A A'.scontat 11 serveix per a relacionar diferents de
diferents esquemes.
Als ordres dominant i sub-dominant hom pot escriure
A
O(EF'F {pIJ = 1 _ ( ')� � fM !i!7r - Jl J_" 'i_! -PI .L e./p.1./ P1 A Z�1< Al 2. J\l
A� donat per (1) o (2). Aquesta equRció define ix
unicament, r-:n una forma indepeuds::tt del RS. Del
AMS � O.lO � g:1� par �::" hom troba





Hem dona t una d�;finició finita i nfl'a-roig, (�nica, in_
depende'lt del RS i in,:i_epe:J.dent del p<:.¡rametre de gauge d'una
constant d'acoblamen� efectiv9; d'ella hom extreu una defi_
nició independent de l'csquema de A Est� relacionada
I
amb les norraa 18 AR,! dep'2nents de 1" es quema j és l' esca la
d'energies de QCD.
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I1.4 Calcul a dos bucles
La pregunta que ens fem �s si les propietats que dis_
fruta �EFF ( finitud infra-roja, independencia del parame_
tre de gauge ) s6n generals o nom�s certes al nivell d'un
bucle.
Tot i que �s conegut del treball de Weinberg24 i de
Symanzik25 que un moment extern nul porta, en general, a
divergencies logarítmiquesí hom esperaria que aquestes sin_
gularitats es fessin paleses en la contribuci6 a la funci6
propia de Green del vertexs de tres gluons que va amb el -
lit'
í Si en una funci6 de Green r {f1'''1 ,,,} ens mantenim dins de la
zona de moments no excepcionals ( moments euclidians i qualsevol suma parc!
al de moments distinta de zero ), aquesta funci6 de Green no presenta di
verg�ncies infra-rog3s (la funci6 pot, per�, no presentar singularitats
de massa en el limit M -+ O fins i tot en la zona no euclidiana. Ster
man i Weinberg han proposat que tot observable que en el limit m � O
�s finit �s calculable pertorbativament )
Si en rf"} fem Ji.O' 'j=_J�1.11 j:j,¡
verg�ncia logaritmica. Si ara fem J; � , .• O I
diverg�ncia és, aleshores, quadr�tíca.
J
es presenta una di
11( :ti -1 l'tila
Si una de les particules es troba on-shell apareix en la funci6 de
Green una diverg�ncia logaritmica. Si son dues les particules a la capa
m�ssica, la diverg�ncia �s encara logaritmica¡ per� si, a m�s, els moments
corresponents son paral.lels, la diverg�ncia �s aleshores quadr�tica.
L�aparici6 de diverg�ncies infra-roges dins d�una funci6 de Green
pot fer presentar tna dependencí.a en el gauge no esperada per algun tipus
d'argument físico En efecte, la invari�ncia gauge de qualsevol amplitud
est� garantida únicament en la abs�ncía de singularitats infra-roges.
Aixi, p. ex., un diagrama com
I
,f=M
dep�n del par�metre de gauge.
Amb un moment extern nul, si la singularitat logar1tmica apareix en
una estructura tensor.ial proporcional a aquest moment, no con tr-Lbuí.r-a , Amb
dos moments nuls és más peril16s¡ un c�lcul de 1'�!�,f"fJIP+J,la funci6 de
Green pr�pia de quatre gluons amb '1.!t. O condueix efectivament a díverg�ncies.26
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, , lA 11 Á fA 11tensor de dimensio mes alta, f P f , i no 3 f' c om �'¡-1 p�r
definici6 ITJ,r (l,p�OJ. La funci6 fo de Ca L'l.a n-Bymanz i.k
és també calculada amb un moment igual a zero, puix que
hom coneix que no apareixen divergencies infre-roges en -­
aquest 1Imit27,28. Naturelment les singularitats infra-ro_
ges no depenen de l'elecci6 per al c�lcul del punt sim�tric
o qualsevol altre configuraci6. Hom ha d'ésser solament
vigilant -si es tria una configuraci6 excepcional- que no
apareguin singularitats infra-roges, car en la regularitzaci6
dimensional es mesclen amb les ultra-violetes. Aquest pro_
blema no es presenta en eIs cªlcuIs de la funci6 P i, per
la mateixa r36 tampoc aquí. En qualsevol cas, d'haver-hi
les dites singuIaritats s'haurien presentat com a pols su
plementaris a (16.1).
Sabem que en QED la definici6 d'una constant d'acobla
ment independent de l'esquema de renormalitzaci6 i del para
metre de gauge
(1)
esta garantida, car aquesta constant d'acoblament és obser_
vable en mesures de la polaritzaci6 del buit. Res d'aixo
passa per a (16.5), en QCD; ni hom ha trobat cap modifica
ci6 de (16.5) qU8 pugui pensar-se per algun argument fIsic
que és independent del gauge a tots ordres en teoria de per_
torbacions. El comportament infra-roig de les amplituds
on-shell a QCD invalida qualsevol possibilitat en aquest -­
sentit. Per tant, hom ha de calcular a l'ordre següent per
a comprovar si es manté la desitjada independencia.
Especifiquem quines son les contribucions provinents de
les diferents estructures al nivell de dos bucles par al







amb 0(0 = IDA.". , Cz tl(}.::: (N:t}/ZIJ per a SUeN) i totes les
funcions TT ho són de p2 i ao' el parametre d� gauge sen�
se renormalitzar. Les masses deIs quarks s'han pres zero.
A la Fig. 1 hi han tots els diagrames proporcionals a Nf -­
( per als v�rtexs la pota superior �s la que porta moment
zero). El diagrama a) contribueix a 1lrz ,b) i c) a
TTJ2. ,d) a 1T.J ,e) i f),a TTJ3 ,g)i h) a
IT'4 i la resta a TTJ'I Es molt senzill comprovar
que per a les contribucions lineals en ao
(?)
de manera que no hi �an termes proporcionals a C2(R) Nf de_
pende.nts de ao en (1). L� contribució abeLí.ana 8. O(f:FF és -­
independent ael gauge. Es també facil conv�ncer-nos que la
part proporcional a C2(G) Nf és, pel cap bsix, quadratica -­
en ao. Aquesta és precis8ment la contribuci6 més senzilla


























Fig. 1 Diagrames corresponents a l'auto-energia del
gLuo i al ver"tex d� tres gl uons contenent­
un bucl,e de qua rks a o r-dce 0(4
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1-J (1)
Al nivell de aos bucles (16.5) és
Z
tü D (r) () tu o /t¡}elEFF = 1(. [ 1- JTI. + 2 TG 3t + � ,t + Z n;3(
-
e nD¡t}TTJ�� - 3 rr.IY¡+ , »: 1] (2)
tt. (21 7TO
(U
per la qual cosa hom necessita coneixer b .i J#'
fins a termes lineals en E Llurs expr-es s ions -res





Finalment i tenint en compte que a l'esquema MS, on la
constant d'acoblament renormaljtzada és indspendent del pa_
r�metre de gauge, constant d'acoblam�nt i par�metre de gauge
es renorrnalitzen cl'E\coca a:nb .
0(0 '= Z" « {VI
4, = Z4 ll/vl
ftl
0<1111 21(
Z :::rj+ - - + ...« .,,- E
fu
«lvl Z�ZQ= 1+ 1P -e� ... (4)
11.25
anb
Z�LI= !.!.. e {b} _ !!i
"" 12 1. ,
/1,/ , / (3 Il.. = - -¡ (¿C(,.J T - A 1111 +
(1)
hom troba per s la contribució calculada
que lamentablement no �s zero 1, per tant, el terme en --­
C2(G) Nf depen del gauge.
A l'ordre d'un bucle �s trivial veure que la part en
Nf de l'equació (16.5) no depen de alvj , puix que no hi han
propagadors gluonics i, aleshores, �s equivalent a provar -
que a QCD sense quarks otEFF (p 1. J tal i com �s definida per
(16.5) no depen del parametre de gauge a un bucle, car per
a la part dels quarks no es requireix cap prova. El resul
tat de (2) mostra que per a la part dependent del quarks entra
una dependencia en el parametre de gauge, pero aquesta de -­
pendencia podria no presentar- s'hi en QCD pura. Hom pot e�
tudiar la possibilitat que en una QCD sense quarks la cons_
tant d'acoblament efectiva fos independent de ao. Els ter
mes m�s senzills a comprovar, al nivell de dos bucles, s6n
els que acompanyen C2(G) i tenen una potencia quarta en ao'
que �s la potencia m�s alta que no pot veure's inmediatament
que es cancel.la.
Els diagrames que contribueixen s6n representats a la -
Fig. 2. El resultat del calcul �s
Tri =4D�(-/¡J
















Diagrames corresponents a l'auto­
energia del gluo i vertex de tr3s
gluons que contribueixen a CiGja¿
II.27
i substituint-ho a (24.2)
lit 1
1ex
EFF tI I =
z
[ (rilH [yl/ t¡ / 7 ,/ I I j�HSlvl - •. + rr I a m t¿ ttrl, (i( /r ... (1)
que no és tampoc independent del parametre de gauge.
S'ha vist per calcul explícit que la constant d'acobla_
ment independent del RS que és independent del parametre de
gauge al nivell d'un bucle (i la única que te aquesta propi�
tat) no ho és, dissortadament, a ordres superiors.
II.5 Comentaris finals
La introducció de les masses no canvia les conclusions
deIs apartats anteriors: a primer ordre el terme al qual con
tribuieixen les masses deIs quarks és independent del para_­
metre de gauge.
En definitiva, QED disposa d'una carrega efectiva amb
totes les propietats desitjades*, pero no tenim un analeg -­
en QCD.
En principi és possible definir quatre tipus de constant
efectiva amb l'ajut dels quatre vertexs presents al lagran_­
gia, encara que només (16.5) és independent del parametre ao
a l'ordre més baix. Totes aquestes constants reuneixen les
següents propietats:
* La generalitzaci6 d'aquesta constant, en el cas d� SU(2) X.U(1)
�s possible. Apareix aleshores una constant d estructura flna efectlva,
an�leg a la de QED, pero tamb� una constant de Fermi efectiva, ��Fr.
La questi6 ha estat darrerament estudiada en un llarg paper per Bau
lieu i Coquereaux 29. Vegeu també les refs. 30-32.
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1) Són finites ( UV i IR )
2) Poden expressar-se en termes de quantitats sense
renormalitzar.
3) S6n, per tant, independents de l'esquema de renorma_
litzaciÓ. Poden calcular-se en qualsevol d'ells.
4) Relacionen apropiadament la constant d'acoblament re
normalitzada en diferents esquemes.
5) A QCD amb masses exhibeixen explicitament el desaco
blament deIs quarks pesats.
6) Molt per sobre de qualsevol llindar fermionic
( recordem que aquesta propietat és també present a
QED )
7)
8) La seva expressió en termes de funcions de Green no
és única. Les identitats d'Slavnov-Taylor permeten
escriure O(EFr oom a combina ció de distintes fun
cions propies ( la seva expressió com a funció de q2
sí és evidentnent única )
Malgrat llur dependencia gauge, com la serie completa de
QCD no pot dependre del gauge i, per a i.xó , O( fFF amb una
elecció arbitr�ria del gauge conserva la seva utilitat com a
par�metre de l'expar-sió (per descontat, no observable). ----
�EFF 1ft} exhibeix a QCD amb masses el desacoblament deIs -
quarks pesats, pero rapidament per sobre i per sota deIs -­
llindars f'e rtni ón.i c s s' apropa a ¡¡- 1, tJ (hom suposa, ev í,
dentment, que 91s llindars es troben proll separats). Una al





11·¡:l í. J ¡;¡ [.tl 1per s o ca e p=e s s im - lIlCJA r '" rt» r per so Jre.
proporciona un en11a� a ambdues constants elegint
les condicions de contorn de Le s equa cions que fixen l' evo
1uci6 de les constants d'acob1ament runnig com
.J ,_+f (u I _ Al {l. I l.¡ J�HS (" �EFF 1 = p
(1)





« - 11411 I M,r¡ ]'(-fuI = D( - {ul 1+ � - Iíte-115 t: IU t 7r 3 r (2)
¡. L'expressi6 de O( EFF' de ref. 23 est� calculada en el punt
sim�tric Pi2 = - f 2 , i=1,2,3 i per al v�rtex ghost-ghost-gluo. La
relaci6 (2) no dep�n, perb, d'aquestes3�bitrarietats segons ha demostrat
Weinberg mitjan9ant una acci6 efectiva . Per integraci6 del quarks pe
sats arriba igualment a (2) com a relaci6 entre les constants d'acobla
-
ment running en ambd6s costats del llindar. Aquesta relaci6 �s, a m�s;
independent del gauge.
¡.¡. De la mateixa manera que en QED, a QCD es defineix una massa
efectiva ( Cfr. p. 13) Malgrat aquest paral.lelisme, el significat �s
aqui molt m�s fose. Donat que els quarks no son, segons sembla, detecta
bIes com a particules lliures, el definir llur massa com el poI del pro­
pagador pot �sser perfectament irreal. Apareixen, a m�s, dos tipus de
-
masses "experimentals" de molt distinta magnitud; les masses corrents i
les masses constituents.
Recentment s'ha defensat la identificaci6 de les masses efectives
amb les masses constituents deIs quarks34. Tot í aix1, les correccions
no pertorbatives a aquestes ffiaSS8$ (importants per als quarks lleugers)
son dependents del gauge35,�6.
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Problemas cada v[Jlta. rn�s esquius
et v�nen a torbar la dol�a son.
S. Espriu
A l'apartat anterior ha quedat clara la necessitat
d'utilitzar diferents esquemes de renormalització. En par
ticular, l'elecció d'una prescripció determinada implica -
la utilització del grup de renormalització en aquest esqu�
ma. A (1.14.4) s'han definit les funcions del grup de re_
normalització. En aquesta secció ens proposem discutir -_
algunes de llurs propietats; singularment la dependencia -
en la prescripció.
111.1 Punts fixos
El comportament de la solució d'una equació de la for
ma
Z f'[2:J (1)
com (1.16.1.a),estª governat pels zeros o punts fixos de
f3tzJ • Tant (1.16.2.a) com (1.16.2.b) i (1.16.2.c)
comencan -en el límit é� O - a ordre O( • Clara
ment z = O �s un punt fix. El comportament de la solu
ció al voltant de l'origen hom l'obtindria solucionant
t + e
(2)







(3) �s evidentment valida sempre i quan ens mantinguem en
un domini de t: en el que O? sigui petit.
111.1
III.2
Hi han dues possibilitats, {3, � O Quan s,» ()
( �.f < O ), « creix (decreix) amb t. A la llum de
(1.3), una teoria amb p,,< O és as Lmp-bó t í.cament lliure/• -
S'ha provat que les úniques teories que presenten lliber_
tat asimptotica s6n les teories no abelianes de gaúge sen
se trencament espontani de simetria i .A � C( (amb el signe­
del terme d'acoblament canviat) en quatre dimensionsl.
En teories SU(N),
p� - - / �f : - ; Nf / (1)
1, per tant, a QCD hi ha llibertat asimptotica sempre que
Nf e 16 11.
ft le I pot certament pres entar al tres zeros. Po
ssiblement més enlla d'on pot arribar-se amb uns pocs ter_
mes pertorbatius. Suposem que zl és un zero simple de
p C"�J • En un entorn de zl
f;l! J = �4 (2)
1 (1.3) és ara:
- t
(3)
Si P4'( O 1 no hi han al tres zeros entre
ellímit ultra-violeta, t-+oo , o< � �1
fix estable ultra-violeta ( UVSFP·).
o( 1 zl' en
;. zl és un punt
¡. �iisto:dcE'rnent, aquesta fou una fi ta important per a QCD. Era sa
out a la llum del motle L ce partors, lle'" cr:rd-rasta.t f-:�r: cCll.lisions prof'ur:
dament ireHlstiques, qua e l s ccns+í+uervts hFl.cironic5 epar-e
í xi.en com lliur':?'s
a molt al tes =r.er-q í.es , Era sabut tF.lfTllJé que una teoria amb /3" < O seria
en aquest Eentit asimptoticament lliure. El cor.�ixer �ue �questa propietat
era a les teories no abelianes de gauqR, tipus Yang-Mills.va donar peu a
consf.der-ar serInsernent aques tes com a, cEI.ndiclat,s par ¡:¡ descr-í.ur-e les irte
raccions fortes 2,3
.¡.¡. No 3S la r;dlJor f:i. tao Arguments cosr1oJ.ogics semblen impOSdI'
Nf-, 4 i fT101t probe.blernent norné s hi han 185 treoi'; gener'dciops ac tue l s ,
111.3
Si 13.>0 i o( es troba en el domini d'atracció de
zl' en el límit infra-roig, t -+ - 00, O( � Z.., , zl és
un punt fix estable infra-roig (IRSFP).
En ambdós casos, si els zeros no són simples! la qüe�
tió pot ser un xic més delicada. Si el zero és d'ordre im
parell l'analisi funciona igualmente Si és d'ordre parell
el signe relevant és aleshores el de 134 (� - i!, J Com
en qualsevol teoria de camps, al menys pertorbativament,
,., lO 1 = O , l' origen és un UVSFP o un IRSFP ne ce asar-La
mento En cas d'haver-hi més d'una constant d'acoblament,
l'origen pot ser un punt fix IR per a un cert acoblament i




























El cas a) és una teoria amb dos punts fixos UV i un IR,
zl· Si la constant d'acoblament renormalitzada en un cert
esquema es troba entre O i zl , en el límit t --+ 00 ( UV)
fl{---+O , la teoria sera asimptoticament lliure. Quan
t�-oO , O( s'apropa a zl que sera el IRSFP de la teo
f L'ordre del zero determina la rapidesa 8mb que ]0 constant d'ac�
blament s'apropa al punt fix.
III.4-
ria. Si � es trobés entre zl i z2 z2 seria el UVSFR
Naturalment en aquest cas no tindria llibertat asimptotica,
� � O ; tot i així, aquesta és una zona possiblement
no accesible pertorbativament.
b) és també un possible candidat per a la funció � de
QCD� Si aquest és el cas, �
domini d'atracció de l'origen.
s'exhibiria qualsevulla que fos
no existiria cap IRSFP.
es trobaria sempre dins del
La llibertat asimptotica
� En aquesta situació
D'haver-hi un IRSFP, en el límit t�-O()
Naturalment si zl és petit té encara sentit un calcul pertor
batiu, encara en aquest límit, i 1ifícilment pot imaginar-se
un mecanisme dinamic per a obtenir confinament. Si zl és
d'una mena tal que impedeix parlar propiament d'una serie
pertorbativa, el confinament és possibl� en principio
En absencia d'un IRSFP hi han dues possibilitats
00
'C<t:JC (a)




En el cas (l.b), C>{� 0<7 en el límit Es la --
possibilitat
,
obvia de confinamentJ. El cas (l.a) corresmes
pon a trobar ja un acoblament infinit per a una distancia -­
finita (seria una construcció dinamica d'un bag-model ). -
En qualsevulla d'aquestes possibilitats obviament no és va
lid un calcul pertorbatiu.
Com oposició a QCD, QED té La teoria
no té llibertat asimptotica -per tant és estable infra-ro
ja. A curtes distancies la constant d'acoblament de QED es
J Encara que és molt probable que l'esclavatge infra-roig (0(-+00)
impliqui confinament, no hi ha una prova definitiva en QCD.
III.5
fa més i més gran/• Eventualment pot presentar un UVSFP -­
( Fig. l.d) )
L'analisi anterior pot extendre's a les restants fun
cions del grup de renormalització. Considerem
'Xi [ yo: ]
-
-- :: - 1 +- o; x¡ (1)¿t






e-Xf - / o¡ (�'t-jJ dt'
O
(2)
on A és el factor que escala els moments (I.15.2). En teo
ries as í.mpt
ó
t í.camenti lliures quan t ... o() , ó;« 1 I , per ---
tant, X¡� O Weinberg ha demostrat que en teories ----
asimptoticament lliures els termes logarítmics -en qualse_
vol potencia- no depenen de les masses i, per tant, en el
límit t� 00 pot substituir-se M� O 6 •
EIs zeros de la funció ¡{j tenen identic significat als
de fJ • Pertorbativament només ;¡ "V O és acccesible i -
l'únic punt fix ( in -lo O ) és UVSFP. Eventualment poden -
haver-hi altres zeros.
En teories no abeIianes
satisfa I'equació





amb la condició de contorn ti 1 �I C( I al = � A primer
I Aquest creixement ha estat efectivament comprovat experimental_
mento La mesura amb gran precisió del moment magn�tic anomal del muo �s
sensible al comportament a curtes dist�ncies de4. §ropagador del fotó. - -
La consist�ncia amb les prediccions �s excelent ' •
1I S#ent�n en la formulació habitual. Es possible trobar un gauge en
el que r, = ZI : el background field gauge ( Cfr. secc. IV ).YIIt �M.




és un punt fix de (5.3). Quan -¡¡ < }Jf < 1.
veiem de (I.17.6 ) que q = O és un UVSFP. En canvi ,
a� _fJ _.l Nf quan t � ()() sempre que Nf < J: {< to](3 1'1 1 és el UVSFP a leshores •
T -., "'f
Clarament ¡=o
Ordre per ordre a teoria de pertorbacions és possible
trobar un gauge tt = �3 - ; /JJ + O (D( I tal que la dimensió -­
anamala del camp de gauge es faci zero ( evidentment aixa
no pot fer-se a QED, car �3 és,aleshores,independent
del gauge ).
III.2 Dependencia de l'esquema
Com canvia la situació al passar d'un esquema de renor_
malització a un altre diferent? L'existencia deIs zeros
de les funcions del grup de renormalització no pot dependre
de l'esquema de renormalització emprat7, puix que tenen,
com s'ha vist relevancia física. En principi els zeros en
un valor finit de l'acoblament poden tenir una dependencia
de l'esquema triat.
Examinem quina és la dependencia de les funcions del -­
grup de renormalització en la prescripció agaf�da per a eli
minar les divergencies ultra-violetes.
Considerem dues prescripcions I,II , independents de
les masses. Llurs constants renormalitzades en �l i fz
són respectivament o(¡ i , relacionades per
(2)
si suposem que A,B, ... no depenen de a ,el parametre de
gauge, derivant respecte a f en ambdós costats
III.7
111 1.,)
foz = r1t .,.. Ol"
111
''2J {tI
/ - flJ! + O { f}
piJ = p:1J+ {B - A 11 �1 J _ A f3;u+- O{�}
(1)
La independencia del RS deIs primer dos coeficients
de la funció fo de Callan-Symanzik fou primerament esta_
blerta, encara que d'una forma diferent, degut a la presen
cia d'un terme massic, per Symanzik9. Malgrat aixo, la -­
teoria de camps que Symanzik considera és A � <t i no una -
teoria gauge. Els seus resultats només poden traslladar-se
a una teoria gauge si el parametre de gauge es manté fix;
aixo és, si no satisfa ell mateix una equació del grup de
renormalització que governa la seva dependencia del punt de
renormalització. Nogensmenys, quan les equacions del grup
de renormalització s'obtenen mantenint'tots els parametres
despullats de la teoria fixats, de forma que els parametres
renormalitzats varien, hi ha una diferencia entre les teo .
ries amb o sense simetria gauge. Aixo és així perque la
quantització introdueix un nou parametre en les teories -­
gauge, el parametre de gauge, que es renormalitza i depen
aleshores del punt de renormalització p Quan les --
equacions del grup de renormalització s'obtenen en la ma_
nera habitual, mantenint fixes el parametres despullats,
una nova dependencia en f apareix mitjanQant el parame_
tre de gauge renormalitzat. Aixo requereix una revisió de
les propietats d'independencia del RS deIs coeficients de
les funcions del grup de renorma li tza ció. Aixo és el -jue
ens agradaria estudiar ara.
í 't Hooft ha assenyalat el fet notable que sempre �s possible tro­
bar una prescripci6 tal que p13J= f3(�/=._= O. Aleshores o/]T' {jIU +("Y',lz�'lJ
�s la funci6 fo exacta, a tots els ordres. Lamentablement hom no pot do_
nar-li significat fisic. La ra6 �s que la constant d'acoblament corres�
ponent a aquestg prescripci6 no correspon a la renormalitzaci6 de cap
--­
funci6 de Green .•
111.8
En qualsevol esquema de renormalitzaci6 hi ha un para_
metre amb dimensions de massa, � ,que especifica el punt
de renormalitzaci6. En els esquemes dimensionals com ara el
MS i el MS intervé quan la constant d'acoblament sense re_
normalitzar, oto 1) ,que en 0= 4+2€ dimensions té una
certa dimensionalitat,s'escriu d'una forma tal que exhibeix
explicitament la seva dimensi6 0(0 =- tilo D ("it)
� En esque_
mes de tipus subtracci6 en un moment euclidia com l'esque_
ma � o W entra, evidentment, com el punt on es fa la -
1. 1.
sub tracci6,. p = - ,.. En aquests darrers esquemes, per
simplicitat, farem servir la mateixa f per a les dimen
sions de la constant d'acoblament despullada i per al punt
de subtracci6.
Donat que ens referim únicament a esquemes independents
del sabor, les funcions del grup de renormalitzaci6 seran -
independents de x, i ÓJ no sera d.ependerrt del sabor,
podent, aleshores, ometre l'índex.
Recordem que les tres funcions p , ({ i �
una expansi6 en �
O( I
ce )1f.> = �o + T Pi + ¡: P2
tenen
+ . - .
r= ; 'ó� + {;J1.a;_ + ...
� = � rf + (f Jlrt +
(1)
. . .
i po= 2é apareix degut al fet que 0<0 la constant d'aco
blament nua, sense dimensions, depen de � per a �D O
fix. Els coeficients Pj, Oj i rj s6n només funci6 de
lA Per j = 1 tots ¡. ('.:: ;.Jfm e s s enc í.a Lmerrt indepen_
dents del RS, com s'hg visto El seu valor es d6na a (1.18.1).
A l'esquema MS, els segons coeficients venen donats per ---
t t b' 1\3115 10(1.18.2). Recentment, hom ha calcula an e ,-
Ara ens proposem calcular en els altres esquemes. La
III.9
constant d'acoblament, la massa i el parametre de gauge re_
normalitzats estan relacionats amb els seus hononims despu_
llats per




mo = Z,." lt1 {/4 J (1)
a, = Z� �(t¡.. J
Recordant (I.14.4) R




({ I-� g�'" t J/f R.
¡-(I.= - l/l/Pi (Z! r'r 41"
J4�
Abans de continuar, noteu que {J., ,
són independents del parametre de gauge.







que en un RS on la
I L'argument ás el segOent ( per simplicitat considerarem QCD sen
se quarks ): considerem una funci6 de Green r 111 J , amb " camps de gau:
ge. Obesix una equaci6 com
[J4 :}4 + f1#( go( +- "Ór + r ;,f). 1 r: = O
Un canvi en el parametre de gauge podr� compensar-se per un canvi en la - -
constant d'acoblament más un canvi en l'escala
[ k + f (O< I at O(� + ti a: ( ,x, 4/] P llt/.: O
Reunint ambdues equacions
- - �tr









amb � = p - J � , Yr = r,. - (j d i D = tI(� +- :;;a Tarnbé es -
verifica
[
? _ -=- ;] n '"1 Or n +- {J 1( dtJ( + n f' , . :::t
f I o:
/l
s6n calculables en teoria de pertorbacions, cornencao t to_
tes dues en O{oI.). En ccneeqüancde, (J i j'" no de¡:;enen de a a 1 "or­
dre más baix.
En renormalitzaci6 dimensional, en principi
1I tff{t(,4/ tfz{d.,((1 J0(=1( + +- + ...• � E�
�D( - f )per tant /-:ser =' O i � = P éa independent de A • Per id�nti
ca ra6 rr= D i 'fr ro depen del gauge.
, '
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constant d'acoblament renormalitzada , independent del par!es





"11 MS al MS,
...
al w. Com8lXl o pero no L1
cons eqfié'nc ia també la demostració de que f3'2. no d.epén de
l'esquema falla. En efecte, escrivim La relació entre o(l({f4J
141
i o< (�I c om
Id R R f{ ti 1I.{/41 R ( I D(�UII
1.
)O( Cf-' = D( t,., (1 + A (4 {ftlly .,. &{A epI} 7f' ¡+ .. (1)
IC �
tota la dependemcia en � de A¡B¡ ... ve nri t jancarrt el pa_
rametre de gauge renormalitzat, aK{fl. Derivant, com abans,
a tots dos costats respecte a � trobem inmediatament,
amb l'ajut de (9.2)
R HS R
�.f = P.. - Po A
�: = p:s_ $,II�: + Z{A�: Bf(j Po
aix1. que {Ji és efectivament independent del RS en el lí
mit e --to o i �l en el límit € � O i quan AR és in
dependent del parametre de gauge. Calculem A 1( en dife
(2)
rents esquemes.
Recordem que al nivell d'un bucle
If S tuZ :1O(
o(lf11J1 .f [11 Nf]1 + - r - - {lf(; I - -T € 12 , (3)
, �E: constant.
d'Euler, que sempre acompanya el poI s'inclou a la constant
de renormalització
el factor numericPer al MS,
-
¡¡j tu �{"'J{..!.. + v - 4t 41Tl[E. (l{6) - NI] (L¡.)Z� = 1 + 1f I E o E. IZ ,
L'esquema W es define ix demanant que les funcions de Green
renormalitzades no tinguin correccions radiatives en un cert
punt euclidia en el límit de massa zero per als quarks. Per
a l'esquema W el resultat pot trobar-se a refs. 12,13; tri
III.ll
ant, p. ex., el v�rtex de tres gluons en el punt sim�tric per
a fer la sUbtracció, hom té
Z
w '": 1 + i_"I/AI{ [ !!.. t. {Ir} - !!..¡ 1(l.. + r� - e: 4TT)-< - 7r 12. '" , E
t ( {l:r} [- 23 -!. - {{-a�f'II.!.. R +z. tz 1Z � g
, ti '! 2.RJ -1 ( al ,/ 7 (1 Z Jfrz (1- a [pll (: T + -¡¡¡ {- 4 {pI, J +- Nf 3" 1- f R
;
amb R = 1..3'fjlfD? ..
De (9.1) i (10.1) hom dedueix
A
jü
= Is, - tt. 'Ir J [H (l tu : �I J
A
W
= {fE - � 'Ir I [a ez {lrl- -r1
[ll R. w. r+ ez l61 - 12. - ii. - { f - 4 ,,..J/;¡g R +
I� [1-a"{/lI/Y4- ;'((J ... -h (f-lQ<¡¡'jH'df + : R/ }
(2)
Aixo demostra que fins i tot per a la part finita ( é � O ),
fli'* P2.�S .í., a més, P'LW depén del pa r-árne t.r-a de gauge. Efec
tivament, com f/4$ = 1'1 ti( trobem per E. � D
W Itf W [ '1 43 (). "(�II fJf1P1. = f'lz. - A [pi (l{(r -¡¡ - I¡ -1 . el. l6-) .
R � (3)r.s � _!.. tf -4 "fPII/f- ?:.. / - J.. (I-l/{PII jL�8 s 3 I{,
Existeix una modifica ció de l'esquema de Weinberg stan
da rd , W, en la que P2.Wt:/I flz.'�f per € -4 O Correspon afer
la subtracció per al v�rtex de tres gluons en una configur§!..
ció on un deIs moments és zero, essent euclidians els altres
dos. Tot_i que aquesta és certament una configuració exceQ
c í.ona L, o(W{�J és, en aquest esquema, finita infr'3-roig. Pe
ro més interessant és que és independent del paramp.tre de
gauge. La constant de renormalitz3ció corresponent ésl4-:
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-
Z �lLl= 1 + �'fJ I [-fI l¿{C,I- �I 1{y +tE- � �1T}




que certament no dep én de t\ lf«J • Hi ha une ca nce I i La ció
completa de les parts dependents del gauge de l'auto-energia
del gluo i del vertex de tres gluons en aquest punt de sub_
tracció. Aquesta modifica ció de l'esquema de Weinberg tam_
bé �s forGa convenient des del punt de vista de calculo
..
IV A'" ..La dependencia en a (�I de rl porta ,pero, un nou pro_
blema. Recordem que quan P1.1( no depEm. de 41l(Pl la integra
ció de les funcions (1.16.1) pot fer-se sense problemes.
Al nivell de dos bucles condueix a (1.17.1), definint una
constant d'integració A� dependent del RS, pero inde
pendent del punt, naturalmente Aquesta constant d'integra_
ció ve nom�s correctament definida al nivell de dos bucles
per
,
I (JI< r:�� / _ 1"1, � � t
T
-
-Il R_! � f} !_IlIl.J_ A. � JZ f3.,'< III1"4 2. "p,t ri 2. 'Al
Ara b�, ·5 l'esquema vI, {11,'tI d.ep én de (J�pJ .i , com a con
seqUencia, les equacions (1.16.1) estan acoblades entre si,
al nivell de dos bucles i no existeix una definició de A�,
A�S • Es a dir, no satisfaria una equa_
Veiem que sortosament, al menys al nivell de
(3)
aná lsg a la de
ció com (3).
dos bucles, aixo no és així.
Recordem que la integració, al nivell d'un bucle, de
(1.16.1.c) porta a ( Cfr. (1.17.6))
111.13
(1)




a {pi --7 SI
o si
Les correccions a equests límits s5n de l'ordre de pot�ncies
negatives de � /At/AI(Z • Aleshores, al terme dominant a
segon ordre, hom pot substituir el parametre de gauge pel
seu límit segons (2). Pero precisament en aquests dos lí_
mits, la part dependent del gauge és zero! Aleshores,
en la constribuci5 dominant, p¡W = f31 JfS per é � O i
la integraci5 de (1.16.1.a) pot fer�se a l'esquema W com
per al MS. Per a í.xó , hom pot definir una AI4I en analogia
amb A�.s
111.3 Funcions Y i f
Estudiem ara Com per a la constant d'aco_
blament, també les masses renormalitzades en dos esquemes
diferents estan relacionades per una s�rie en pot�ncies de
la constant d'acoblament
H S 1{ R 1.. {!, Rf R I f9,¡1 I1M {r I = ,., 1" { 1 + e (a (pll r + D 4 (pI 7r �. . . (3)
(3)
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d'on és independent del RS per a € � O La si
�1.1I. és més complicada. Les coris tants de ret .,uaClO per a







Noteu que �i no canvia al anar del fvIS al MS'. Tenim aquí
exactament el mateix problema que per a lá integra ció de
(I.16.1.a) teniem abans, pero ara per a (I.16.1.b). Per
aquells esquernes que fan cY:z. independent del gauge, la
integració de (I.16.1.b) al nivell de dos bucles és:
R
R � pz.
ti. M� [ 0l-� PM lfl =¡!.. t: tlJ�Y( 1+ pPJ...t.. �2 A� -/3. 2.. AR (4)
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Aix0 és, a leshores, vá Lí.d per a ls esquemes flS i MS. Si
hom vol utilitzar aquesta expressi6 per als esquemes W o W,
ha d'emprar �� i (l W tal i com venen donades a I'equ�
ci6 (14.3), substituint-hi el parametre de gauge per al seu
límit donat a (13.2).
deix amb Óz"5.
cap d'elles coinci
Encara que certament de menys interes, considerem, per
completitud, ¡ � Com abans




és independent del RS per e � o Per a





l en el límit
(2)
i m�s complicades expressions per a
Not�u que de nou el coeficient a segon ordre �s el ma
teix per a MS i MS. Aixo no succeeix per a rlz. MI ni ¡;_ W que
difereixen de � 'tS fins i tot en el límit a s í.mpbó t í.c quanf)
Nf < 'i (l.t(J.) . Per a
(3)
,
el límit �s O i, per descontat, totes les � s són iguals,
car són totes zero.
I1I.4- Conclusions
Resumim els resultats per als RS's que hem estudiat en
unes poques línies. Recordem que els nostres resultats es
refereixen a les funcions del grup de renormalització obtin_
gudes mantenint fixes els parametres despullats de la teoria.
El segon coeficient de la funció 1" �s independent entre -
aquells esquemes per als quals la constant d'acoblament re
e
normalitzada a un bucle �s independent del perªmetre de gau
ge. Quan aixo no és així, existeix una nova contribució -­
-dependent del gauge- que, pero, asimptoticament LO contri
bueix. El segon coeficient de la funció f �s -Lndepen_­
dent del RS entre e13 e s quemes r,:s i HS ', per a Ls qua Ls
la constant d'acoblament a un bucle ( renormalitzada ) i la
massa renormalizada a un bucle són independents de �
¡. De f�"C qualsevol esquema en el queL les parts fini les de Z�UiZ�
". estiguin en la mateixa proporci6 que les respectives parts divergents.
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( condici6 necessaria, per� no suficient). En els altres
esquemes hi ha una nova contribuci6 -fins i tot asimpt�tic�
mento La mateixa situaci6 passa en el segon coeficient de
la funci6 b Aix� es deu a que hom pot introduir la mo
dificaci6 que el MS fa al MS ja al nivell de regulDritz8ci6,
pesant la integral de Feynman D-dimensional amb l'apropia_
da funci6 d'Euler. Aleshores la renormalitzaci6 funciona
com abans, subtreient els pols.
111.18
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Sentir notné s, saber de cada cosa
el nom scnzill, el simplu nom •••
S. Espriu
Quins s6n els objectes relevants en una Teoria de -­
Carnps? Prenent com a punt de referencia l'Electrodinemi_
ca semblaria obligat afirmar que són els camps eL8ctric i
magnetic. S6n ells els que tenen, d'entrade, entitat físi_
ca i s6n, per descontat, invariants gauge. L'experiment de
Bohm-Aharonovl ens fa veure, rnalgrat aix�, que, encara que
classicarnent no és així, el potencial electromagnetic, A, ,
té una relevancia física. Tot i així, el camp del fotó és
dependent del gauge. Quines s6n,aleshores, les variables
que proporcionen una descripció adient de l'Electrodinami
ca Quantica ?
Aquesta qüesti6 ha. estat estudiada per T.T. Wu i C.N.
Yang2. De l'experiencia de Bohm-Aharonov sabern que el can
vi en la fase induit pel potencial vector ve donat per
que és, naturalrnent, invariant gauge. Si f"r.., sots-des
criu l'electromagnetisme, hom podria pensar que
1 b,. 1/ ex} (2)
és la variable cercada. Una descripci6 en termes de (2) és,
per�, super-abundant. Canvis en el flux en un quentitat
ZT '1;C/ � deixen la física invariant. Wu i Yang sugge
reixen una descripci6 en termes de la variable no local
(3)
La qüesti6 és, en certa forma, academica en QED. La
teoria de pertorbacions construida sobre el, camp del fot6
és plenarnent satisfactoria en la seva predictivitat experi_
mental. En general en tota teoria quantica lliure de pro_
IV.l
IV.2
blemes infra-roigs no hem d'amoinar-nos per una descripci6
potser no apropiada. En Cromodin�micA Qu�ntica la situaci6
�s r�dicalment diferent i els m�todes pertorbatius tradiciQ
�als semblen �Rser, en general, inadequats par a relacionar
les �rediccions de QCD amb els observables. La teo�ia d8 -
pertorbacions ve formulada en termes d'objectes no directa
ment observables com quarks, gluons i ghosts. A m�s, com
ja hem fet esment, la manca c1'un límit classic impedeix trQ
bar un m�tode de renormalitzaci6 p�ivilegiat ( i, en conse
qüencia,una constant d'acoblament natural ).
Ha estat assenyalat per Polyakov3, Nambú4, i Gervais
i Neveu5 que , potser, una nescripci6 en termes de les va_
riables no locals equivalents en QCD a (1.1) o (i.3) f6ra
adequada. La qüesti6 no �s, ni de hon tros, simple. El-­
car6cter no local d'aquests objectes fa difícil llur trac
tament en el continu, encara que poden �s8e� estudiats in
tensivament en lattice QCD (refs •. 6-9 ). L' expansió 1fN
introduida per 't HooftlO constitueix precisament l'aproxi
maci6 WKB a QCD quan es descriu en terme de buclesll•
-
�n front d'aquests operadors no 10cals, existeixen en
tota teoria de camps els productes de dos o més campa ,,1 -
mateix punto El mateix lagrangi� �s una suma d'alguns --­
d'aquests operadors compostos. Es tracta d'objectes, en
principi, no propiament definits, car el p�oducte de dos
camps al mateix punt �s necessariament singularJ. Es cIar,
pero, que en una tc>oria gauge els operadors compostos inva_
riants gauge seran relaciona�les amb quantjtats observables.
Que aquests operadors apareixen d'una msnera natural
en tota 't e o r-La de camp s ( es-pecia lment s i �s a s í.mpt
ó t í.caraerrt
�_liure ) és, tembé, claro L'Opergtor Product Expa ns i.on , OPE,
de WilHon14 establei.x un de3envolu�8ffient en termes d'opera_
J La definici6 apropiada deIs operadors compostos ve donada en ter
mes del producte normal de Zimmermann12, 13, NPI\ -no ha de confondre
�
s amb
l'orcenaci6 normal habitual en teoría de pertorbacíons.
IV.3
do t-s COr.:lpDStOS, de la forma
O(j
L. en (xl OtilO J
11= O
(1)
A(x) i BCO) s6n operadors locals. anCa) s6n op�radors co�
postos de la dimensi6 apropiada. Els cn(x) s6n c-no�bres,
funcions de x, que eV8ntuelment poden �3ser singulars en el
con de llum. L'expressió Cl) ha d'entendre's que guanya el
seu significat dins d'una funci6 de Green. Cal assenyalar
el caracter totalment general de (1). ?ls camps que apa_
reixen poden �sser lliures o en inte�2CC16, rAnarm91itz8t�
o no. Pe:C' suposat, les f'uno í.ona Cnex) dep e ne u de l a t e or-í.a
en particular i són ealculables pertorbativament. Llnr
singularitat depen essencialment de la dimensi6 anonala
del operador compost correspo�ent14 (Cfr. (19.2) ).
L'utili tzaci-ó J' operadors compostos �s extraorclim1ria_
ment fructífera. Les regles de suma de l'ITEP15, p. ex.,
permeten relacionar observables a baixss energies amb les
funcions de correlaci6 d'operadors compostos. Aquestes fUQ
cions de correlaci6 hom les ca10ula retenint les contribu
cions no pertorbatives representades pels valora esperats
en el buit deIs operadors compostos invariants ga�ge, grub
els nombres qu�ntics adients i de dimensió creixent.
IV,l Operadora compostos
CO::1siderem 81 funcio:lal generador de QCD sense qU9.rks
W[.T, X] = f ["'1/][¡/1m"�] e., i f J'x [
-
4 14 -4 -
-
] (1)o( tv. �.'f J+� WA +J;p + r JQ. + Xi O;
Hom ha introduit certs operadors co�postos 0i acoblats a -
les fonts X; Les funcions de Green contenint la inser






Les funcions de Green connexes contenint una inserció de 0k
seran generades per
(2)
Les quantitats observables en un teoria de camps gauge com
QCD vindran donades per funcions de correlació d'operadors
compostos invariants gauge, si hom els associa una entitat
física. Aquests operadors compostos que són in"lTariants -
gauge constituiran la classe l. Un segon tipus d'operadors
compostos el formaran aquells operadors que, tot i essent
formalment invariants gauge, són nuls per les equacions del
moviment (classe II). Fina lment , la classe III d'opera
dors compostos contindr� aquells no invariants gauge.
A l'Operator Product Expansion d'un producte invariant
gauge hem d.e limitar-nos a considerar simplement els opera_
dors de classe l. La contribució deIs operadors de classe
II, com t¡{i)5-M}'I' ,a les quantitats físiques, malgrat
llur invari�ncia gauge, és nula. Finalment, els operadors
de classe III tampoc han de contribuir a cap quantitat ob_
servable, tal i com intuítivament hom esperaria. Efectiva
ment, s'ha demostrat sota certes restriccions que la contri
" é
lE)
bucio provinent d operadors de classes II o III s nula
Una funció de Green en la que hom insereix un operador
0k de dimensió Wk canviara la seva divergencia superficial
I
W = W + tUI( - 4 (3)
Les inserciorrs d'operadors de dimensió quatre no canvien el
grau superficial de divergencia ( per tant les parts de re
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normalitzaci6). Dimensions m�s petites en les insercions
milloren el c�mportament ultra-violeta de les integrals.
Un cas interessant �s aquell en el que les insercions
corresponen a operadors de classe 1 presents en el lagran
__
giB. Co�siderem el funcional generador de QCD
vt r: = J [dwl[.Ifl[l(�l ex, i relt, [¡(MI. p. o¡
+ 1- WI' + 1 ¡¡4. + (0-1 ] (1)r tl" 1 Q.
en el que efectuem el canvi de variables
:r.4 ) :r"{f- LE/,.,. ". 2
3D � 30 l t - -!: �J (2)
Qo ... 4,{1+E.}
aleshores
J r � 9 J '} "
_. � ]W[7]= W[J]Hl4.iii.-i�-I JxJ,. -q.' W[I]
+ O l (:1.1
fent encara un nou canvi en W C:r ]'
•
A{ I /� -4 WI' 1 .... y- f:
W[I]': w[j1 + e![J W] [J�] [dq1 {::ifd�x Fj.:F!"}·� (4)
... f i J J�x [.t (w, �. r J + Ji.wt+�f+ rAJa]
O 4 J" F.
� rrPer tant, la inserci6 de L" operador 1 = -4 el)( J4"" ,
que correspon, a l'espai de moments, a una inserci6 de
F.
...




si ens limitem a funcions propies.
IV.6
De manera analeg, una inserció de l'operador de dimensió 3
(1)
amb moment nul, correspondra a
(2)
Les insercions d' operadors amb WI( > i.¡ no seran rela
cionables amb funcions de Green ordinaries, fins i tot en
el límit de moment zero. Com veurem més endavant, no sem
pre és possible fer les insercions en aquest límite
IV. 2 Renormalització d'Operadors Compostos
Naturalment les funcions de Green propies que conte_
nen insercions d'operadors compostos han de renormalitzar_
se. L'addició dels oportuns contra-termes en el lagran_
gia ha de fet finites les dites funcions. Un cop renorma_
litzats camps i parametres, els nous contra-termes corres
ponen en realitat a renormalitzar les divergencies provi_
nents dels operadors compostos.i que no corresponen a la
renormalització de camps i par-ámet r-es ordinaria.
Preparata i Weisberger17 han demostrat que si un opera
dor compost, c onstmrí,t com un bilineal dels camps de fer_
mions renormalitzats és (pseudo) conservat, aleshores
tant el corrent com la seva divergencia es fan finits mul_
tiplicant per la constant d9 renorm�lització dels camps,
�F ,ingredients del bilineal. En altres paraules,
la seva renormalització com operador compost cancel.la lR
dels camps. Aquest és, p. ex., el cas del corrent vectc
rial.
En general, pero, al contenir un operador com�ost pro_
ductes de camps al mateix punt, seran necessaries subtrac_
cions suplementaries en la funció de Green que s'insereix.
Com a qüestió de notació, 00 sera l'operador sense -ko
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renormalitzar escrit en termes deIs camps sense renormalit_
zar; 0k representara un operador compost del qual hom
ha tret j� la renormalització corresponent als camps; -
mentre que 0k sera l'operador ja renormalitzat.
Considerem una certa funció de Green en la qual s'ha
fet una inserció -de moment zero o no- d'un operador compost.
Les eventuals divergencies que, ordre a ordre, es presentin
acompanyaran, una volta hom ha subtret totes les divergen_
cies d'ordre inferior, un polinomi de grau w' , w'
éssent el grau superficial de divergencia un cop s'ha efec
tuat la inserció, en les masses i/o els moments externs18.
En general existiran altres operadors compostos la inserció
deIs quals dins de la funció de Green dita doni lloc a la
mateixa estructura tensorial, encara que, possiblement, no_
més un d'ells -en les dimensions més baixes sempre és així­
tingui diagrama arbre.
,
Designant genericament els camps renormalitzats que
apareixen a la teoria com �i ,la funció de Green ambo





suposem que per a un cert 0k es verificara
,., tllJ 101mentre que per a 0i' i p k, I O j = O A un ordre su
ficientment elevat aquests operadors poden, pero, contribuir
quan hom els insereix dins de r'�J Al elegir els --
contra-termes en el lagrangia cal que siguem especialment
acurats. No n'hi ha prou amb efectuar l'ordinaria renorma
lització multiplicativa; si així procedíssim no s'haurien
subtret les divergencies deIs diagrames sense ordre zero
en teoria de pertorbacions. En el programa de renormalitz�
ció d'operadors compostos aquests es mes cIen amb altres de
t: 'It,'D}01( =1= O
la seva mateixa dimensió.
El procés de renormalització és, per tant, més compli_
cato Cal que considerem tots els operadors que són suscep_
IV.8
tibIes de barrejar-se amb un de donat en la renormalitza
ció; que tinguin identica dimensió i els mateixos nombres
quantics.
(1)
l inserir cada relació (1) dins d'una funció de Green.
El resultat és un sistema de tantes equacions com opera_
dors compostos hem de renormalitzar, les incognites són




Es essencial exigir unes condicions de renormalitza
ció compatibles, evidentment, amb l'ordre més baix i que
respectin les invariancies de la teoria. Altrament el me
tode no seria capaq de subtreure totes les divergencies.
En els operadors compostos, pero, existeix una certa lliber
tat en la tria de les condicions de renormalització. La
qüestió ha estat estudiada per Zimmermann12•
Una vegada s'ha determinat la matriu de renormalitza
Z. . la �nserció de qualsevol operador en qual
lJ
sevol funció de Green sera finita, en termes de les quan_




IV.3 Identitats de Zimmermann
En un llenguatge més formal, les identitats de Zimmer
mann12 tradueixen la mescla d'operadors compostos. Per




fD , ...\0 i f(l són, respectivament, la ma s s a , la constant
d'acoblament i el camp (real i escalar) sense renormalitzar.
la relació amb els seus equivalents renormalitzats sera:
/,,0 = Zr f
f.o= L;.. ).
ePo = Z¡z �
(2)
Amb dimensió igualo més petita que 4 podem construir
els operadors compostos
w:::LJ (3)
Ens proposem estudiar les insercions d'aquests opera
dors en funcions de Green. r:�1 indicara la funció de­
Green de n potes externes sense renormalitzar (resp.
r'�1 per a la funció de Green renormalitzada ), mentre
I t.J
que I'. ,.. ( resp. rO' ) sera la mateixa funció deO; o I
Green en la qual s'ha inserit O. En particular lesl
insercions amb moment zero podrem relacionar-les facilment
amb funcions de Green ordinaries (en aquest límit
dI" �o d' �o = fo O fo ).
�
1'" • � l'l)
4>�/2. = , �t ro
11'1 J �
'"J. 'f'1 t'tlr;.. If _; "ll_ r -, � 1 V - I o
If'o








on 1 és el nombre de 1ínies internes i V el de vertexs.
�es condicions de renormalitzaci6 que exigirem sobre les
noves funcions amb divergencia primitiva seran:
r
(tI
{O J = 1��2.
l"/( t J . \rtJ> '1 P; = O 1 S=t= lA -= O = - 11\ (1)
Si bé es verifica (9.4.a) no és cert que!




= I �7l (2)
En efecte, de la soluci6 de Zimmermann a l'equaci6 de recu
rrencia de Bogoliubov (1.11.1)




pero, donat que les parts de renorma1itzaci6 s6n distintes
per haver efectuat una inserci6 d'un operador de dimensi6
2, en realitat
• � � U
l - Jlrt.. , = 11 r''''J�t [�rl] '1
[��Ll� indica que tractem la inserci6 d; �1 com corres
ponent a un operador de dimensi6 4. [�/2L4 sera l'opera_
e
dor "hard" en oposici6 al "soft" �t¡z. Es c Ia r que tot
i que �'lL és l'únic operador de dimensi6 2 i, per
tant, no pot mesclar-se amb cap altre, renormalitzant-se





subtraccions necessarles a (3) podrem descom
posar-les com





Ir seran les subtraccions que efectuariem si les
parts de renormalitzaci6 de (10.4) fossin efectivament les
.1.1
......
corresponents a If I¿ . Ty ser�, doncs, les subtrac
cions complementaries. Substituint (1) dins de (10.3)
hom obtindria una serie de termes. Hi haura un d'ells
T�LIque totes les subtraccions seran del tipus
o
Aquest evidentment donara R. r �"ll1. la inserci6 -
renormalitzada de l'operador soft.
""
Tr
Tots els altres termes contindran, pel cap baix, un
Podem agrupar, amb tota generalitat, les sub
traccions necessaries dins de cada bosc en la forma
(2)
Recordem que ha d'actuar primerament l'expansi6 Taylor -­
més interna. Suposem que (Jc correspon, p. ex., a una
part de renormalitzaci6 amb quatre potes externes. Fins
aquest moment hem renormalitzat "correctament", és a dir,
coherentment amb el seu caracter soft, la inserci6 de �l •
Per tant, frJt. actua sobre J{ r��Z. (amb uns certs mo
ments, en realitat variables d'integraci6). Pero j.[r.�/t
és finita ( correspon a una inserci6 de dimensi6 2 en"'"
una funci6 de Green de quatre punts ), per tant lrt�
simplement fa zero els moments. El resultat és que
-
.R r4'f�1 {p¡=O J factoritza i la resta del diagrama co_l. . .,
d .1.'1 b trrespon a una lnserClO e � am momen zero, conve
nientment renormalitzada a més, car les subtraccions ul
teriors tenen dimensi6 quatre !
Semblantment pot veure's la contribuci6 corresponent
a la inserci6 de :Jr� drq, ( en aquest cas hem de fixar­







Quina és la situació, no amb unes condicions de renor
malització (10.1), sinó en la renormalització dimensional?
El metode BPHZ ha estat estes a la regularització dimen
sional per Breitenlohner i Maison18• L'equivalent a la-­
solució de Zirnmermann és ara
.Rrl�1 - (2)
on '€o = 4¡D ; 1 r,� és l' integrand regulari tza t ( con_
tenint pols en e ) . PI I (1,r,,� és 1 r'�( I e amb el
pol de Ir E. inserit com a vertex. Com abans cal entenI
dre que la subtracció actua primer sobre les parts de re
normalització més i�ternes.
,
Es possible trabar unes identitats de Zimmermann en
aquest esquema19. Concretament





és ara jugat per é.O¡ El
factor f fa correspondre a aquest operador unes parts
de renormalitzaci6 que no s'adiuen amb la seva dimensio
nalitat.
IV.4 Renormalització d'operadors compostos i invarian-
cia gauge
A les teories gauge la mescla d'operadors compostos
pren una nova complicació. El procediment de quantifi_
cació exige ix trencar explícitament la invariancia gauge.
Per aquesta raó no esta garantit, en absolut, que un ope_
rador formalment invariant gauge no es barregi en la seva
renormalització amb operadors no invariants gauge. Evi
dentment ha de satisfer-se en qualsevol cas que el valor
calculat per a una quantitat observable no depengui del
gauge escollit. Donat que els operadors invariants gauge
són relacionables amb quantitats observables, espere� que
no aparegui cap dependencia en el terme de trencament del
gauge introduit a la quantificaci6. Tot i així, s'ha
vist20 que la renormalització d'un operador invariant so




, implica un acoblament a operadors no inva
pot ignorar-se per al calcul, fins i tot a
dificultat que aixo introdueix és evident.un bucle. La
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Ca Ld.r-á calcular la matriu Z.. per a tots els operadorslJ
no invariants gauge d'una dimensi6 donada ?
Sortosament hi ha una soluci6 a aquesta dificultat.
En el background field gauge (vegeu A.l) hom reté la
invariancia sota transformacions classiques de gauge en
el camp externo Donat que en la quantificaci6 i en el
procés de renormalitzaci6 es manté aquesta invariancia
-no en el camp quantic, certament- la constant de renorma
litzaci6 del camp classic, que resulta ésser igual a la
renormalitzaci6 de la constant d'acoblament, ha d'ésser in
dependent del gauge. Aixo indueix a pensar que aquest
procediment, malgrat la seva major complexitat des del
punt de vista calculístic, és adient per al calcul de quan
titats invariants gauge.
S'ha demostrat20 que la renormalitzaci6 deIs operadors
de classe 1 es ree.litza, en el background gauge, solament
entre ells mateixos i els operadors de classe 11 (aquells
que essent formalment invariants
de les equacions del moviment ).
gauge, s6n zero en virtud
Aixo elimina automatica
. _
ment els operadors de classe 111 en el calcul de quantitats
invariants gauge. Els operadors de classe 11 o de classe
111 es barregen entre tot el1s en el procés de renormalit_
zaci6, pero no amb els de classe l. El fet notable és que
operadors invariants gauge com els de classe 11, adquirei_
xen una contribuci6 dependent del gauge. Tot i així, --­
aquests operadors no semblen jugar cap paper en el comput
de. cap observable. L'aventatge d'aquest m�tode és palesa,
Sera suficient calcular la mescla amb altres operadors in
variants gauge de la mateixa dimensi6.
Les constants de renormalitzaci6 del tipus ZI 11 ;
és a dir, les que proporcionen una contribuci6 de classe
11 als operadors 1, poden ésserdependents del gauge, car
els operadors 11 s6n essencialment no físics. Que fins i
tot entre quanTitats formalment invariants gauge aparegui
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un lligam dependent del gauge �s simplement �na reminis
cencia del fet que en el camp quantic sí que es trenca la
invariancia gauge i, per tant, una certa dependencia en
el terme del trenca�ent es Eet�.






1 del del O
gauge gauge
(Zjj 1 ::: (1)11 O d e p d e n te n
d e 1
111 O g a u g e
En operadors de dimensió elevada pot �sser complicat
establir quins pertanyen exactament a la classe l. Sem
pre haura d'escollir-se una base d'operadors independents.
IV.5 Un exemple. Renormalització de Ft:F�"
Considerem la renormalització de l'operador compost
invariant gauge �� r: �a.J Aquest problema ha estat
estudiat per Tarrach21 Si considerem únicament inser
t::"''' F r-:cions amb moment zero en QCD sense masses, r,.,."" "-
nom�s podra mesclar-se amb i�;f fj ( j �s l'índex
de sabor del quark ).
Emprant la notació
calcularem
, () =- <f,f{<f2.
(2)
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La relació entre operadors sense renormalitzar, en termes
de camps no renormalitzats i en termes de camps renormalit
zats ve donada per
(1)
Les constants de renormalització Zll i Z12 les obtin
drem exigint la converg�ncia de les funcions de Green
-1 ,11 r (1 11Z,,< Z"1 < A 4 010 A .> +- Z12.< A" al/) A" >
(2)
Z11 < lj'O;o if> + ZFZ1Z< lf' 0lo lf /'
Treballarem amb la renormalització dimensional, exigint,
a més, les condicions de renormalització
I I o"
. 10)· 11 ti (u I
(A � Of A "" >
"
= < 4 � 01 o A b > I < A � 01 A � >= O
_ 101 o - ID)
(111
- 101 (3)
< t O� 'f' '/ - < r O � C) lf '/ r 0, tf > = O
( A '\ és el camp cLá s s í.c d' índex Lorentz r i color b )
Les regles de Feynman per a les insercions dels opera_





Donet que ens referim a operadors que apareixen en
el lagra�gia, les insercions en els v�rtexs venen donades
per les Regles de Feynman ordinaries. El procediment -­
consisteix en calcular les funcions de Green que hem es
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crit a (16.2). Aixo pot fer-se sense necessitat de cal_
cular realment cap diagrama. Els grafics que contribui
ran a < A� 010 A �lLJ són:
Fig. 3
La ce rtr i.buc í.ó
contribueix a
21dels quals és zero .
< <J'
o ->11..1O (ji és:"'0 1
El diagrama que -
Fig. 4
i el seu valor és zero en el gauge de Landau, en el que
calculem. També pot veure's facilment que s'anulen els
diagrames que contribuirien a < A ¡.c o; A 1.1 > (Z}� o Ó
Fig. 5






igualment zero en el gauge de Landau. Donat que tambées
en aquest gauge Z(2)- 1 hom dedueix queF -
Z
12./











El ca lcul pot extendre' s a ordre o( 2.. Ara els d.í.a
fA JI lit J ,
grames que contribueixen a <AQ, °10 A b) son 12 i amb
l'ajut de tecniques diagramatiques, aquests diagrames es
redueixen als típics d'auto-energies. El resultat és
2,' A
. (" I 2.
�JI .AA "} / OC J r?-,ollb f J r.: P' P 7r I¡é (3)
Hi han 11 diagrames topologicament diferents que contri
<11.1
(1 - (1(1 '\
-
bueixen a t OiD 11') . Llur divergencia pot calcular-se fa




l v ID( 1.1= il- () ,. (a. = O J -J -2. fi 11" €
(4)
No necessitem calcular els altres dos elements de matriu,
puix que les constants d'acoblament creuades són, pel cap
baix, d'ordre
nula. D'on





[Fpt!.. Z;4Jf f - f;'( �. JCF.F. }i-z0F,.{a=oJ (; J�{�'¡f.J (1)
Com hom podia esperar Zll és independent del gauge. No
obstant, donat que 02 és de classe 11, Z12 pot depen_
dre -i així és- del gauge.
La dimensió anomala de � F ve determinada per
(2)
IV.6 Anomalia de la traQa
Hem vist que el lagrangia de QCD presenta una serie
de simetries a nívell classic (Cfr. 1.2,3). Malgrat
aixo, per a que la teoria estigui propiament definida cal
renormalitzar-la. La pregunta és, aleshores, irnmediata.
,
Es alguna de les simetries incompatible amb el procés de
renormalització? En altres paraules, ens preguntem si la
renormalització de la teoria trenca, a algun ordre, les
simetries que s'exhibeixen al nivell del lagrangia.
La resposta és afirmativa. Considerem, p. ex., el
corrent de dilatacions, la divergencia del qual és ( Cfr.
1.8.4) la traQa del tensor energia-impuls
r
;)p. D = (3)
En absencia de correccions d'ordre superior, no hi ha di_
ficultat. «, ve donada simplement pels termes de massa
dellagrangia. En absencia d'aquests el �orrent de dila
tacions és exactament conservat. Sabem, pero, que exis_
teix la transmutació dimensional; aixo és, en virtud de
la renormalització apareix una escala natural d'energies
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en la teoria, fins i tot amb un lagrangia sense masses.
Per tant, el corrent de dilatacions deixera d'ésser pseu_
do-conservat i la traGa del tensor energia-impuls contin
dra uns termes anomals suplementaris.
Considerem la insereió de D"JxJ i JI'- Dr(x) en una
funció de Green (' '1')' i ca leulem
A (1)
A nivell elassie, les dues expressions clarament eoinei
deixen. Aixo no té, pero, que mantenir-se a ordres sup�
riors. El segon terme de (1) l'eseriurem com
IhJ
r 1.( (2)a" + X .... 11/"o
lA- v d,.,. o v
mentre que el primer sera:
(3)
(3)






en eonseqüeneia el terme anomal A és23:
(5)
amb Cfr. A.2). Recordem que
a (3) el límit é ---? O es fa abans de la contracció, car
f De les propietats del Producte normal, NPA, si Mex) �s un mo_
nomi en els camps i llurs derivades sense depend�ncia explicita en x,
:2_ < M l )(} ... � (el> :. < � M (X J - .. <P (z./ > c- Cfr. r-ef , 22 ).:JX". J)(f
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2TL tot moment les f'unc i.ons de Green e que ens referim s ón
rer.ormalitz8des.
Si per simplicitat considerem el lagrangie de A p
y
(9.1), p er a una inserció smb moment z e ro de e�f' po_
<ira escrinre's una ident;itat tipus ZiITl.mermann
r
{lit
+ t '1f II{!
(j¡.Calcul�m ara quin és l'efecte d'uDe inserció de r amb




v és el punt de renormalització. Fent ús del teorema
d'Euler
i escrivint la relació a l'espai de posicions, D és la
dimensió de la funció de Green considerada,





2 � J r.
+ l v
;) JI 1..
r ()( I .••x,d = D +L
X
l<,;X'" r 1)(,
... )(11 ) (L+ )
�
�t k
Pero, /D+L.x/'f¿;.:r} equival a una inserció de ¡I'Df-
2mb Doment zero24 ( Cfr. 1.3 )
Per tant, una inserció de
pai de moments s'escriura





• z. ;¡ . 2.;> J r LnJ2.1 U. - + Z' V -, d�2. dV1 (1)
D'altra banda, de l'equaci6 del grup de renormalitzaci6 ,
k 1. � .., • l.? A' J y.} r 1'",'JI 3;t. +Or'f"ifz. +/"';; -11(/1 = O (2)
En (2) s�bstituirem la derivada respecte la constant d'a
cobLament per una inserci6 de �"/ I¡ J ,ffientre que la
derivads respecte la massa és:
. l:J r"J /';¡;:r..
= (3)
i fínalment, el nombre de potes externes, n, pot substi_




que és precisament la inserci6 d'una equaci6 del moviment
i, per tant, zero. En resum,





i substituint a (1)
+ t
(6)
t §s ce�ta funci6 -finitd- que no ens interesaa, car
fent �s de les equacions de moviment l'filtim terme de (6)
,
es zero.
Per tant, la traQa del tensor energia-in�uls 3er�:
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(1)
i trAta la part 8an�nica, l'ano�Elia �sJ
('))\'-
En QCD UD procediment similar portaria a la traGa
d 1 t Ilsor n �.�. 1 El reQultat ¡�S25,26 .._e e e eralo:1-1mp'1 s. '-' _
= I f + tM J ¡. 111; Wd¡ + � F F
,
(3)
Ótri i f?, sór: ara les corresponents funcions del grup
(le renormalització en QCD. Donat que la definició de
e lA".. ve donada en termes de camps despullats, la part
dreta de (3) no pot dependre de V ; és a dir, és un
invariant sota el grup de renormalització. La renormalit
zació deIs operadors que intervenen en la traGa an�mala
h9 estat estudiada recentment a ref. 21. Hom ha vist ja
la renormalització de F F en el cas de QCD sense masses.
En aquest límit, la traGa del tensor energia-impuls és
simplement
+ plrJ.J FF (4)
Aquesta quantitat és, per descontat, invarient sota el
1- En
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gr:1p de r-enor-me Li t as ci
ó
; tot i a i.x.i , a í.xó EO vol dir p.is
que la seva constant de renormBlització sigui la uni�at.
Aquest fet poc usual prové de la presencia d'una co�stant
d'acob13ment amb dimensions en una expressió no homogenea.
Recordant (19.1) i cancel.lant l'61tim terme en vir
tui de les equacions de moviment,
(1)
d'on
Per tant, J3 [F F] no és igua 1 a 1 seu equi va lent en ter
mes de camps i pa ráme t ras sense renormalitzar, malgrat
,
la seva no dependencia de V Es possible trobar una
expressió que no es renormalitzi
.
t
[Z�t � -t-Ptlitl[fFJtl(l� [lPf� i- �l{ �)JlF; ro) (3)
pero és dependent de V
IV.7 Anona lia a x.i.a 1
Com ja S'b2 fet esment a la secc. I, existeix una se
gona anomalia, comuna a totes aquelles teories que, com
QCD, poden presentar fermions acoblats a algun corrent -_
axial.
D'acord amb el teorema de Sutherlan�-Veltman27,28 i
la idea standard de PCAC, si la div8�genci� del corrent
axial es fa servir con a camp inter�olant �8r al pió, _­




on 6t" ,61) són els vectors de polari 't za c í.ó de Ls fo
tons i k = P + q �s el moment del pió desintegrat, re
sulta ser nul per a k2 = O. Donat que �3 m8ssa del pió
�s excepcionalment petita hom esperaria
(2)
Pero ••• el pió decau en dos fotons amb una amplaria de
l'ordre de 10 eV/•
Donat que la part fermionica del corrent axial con
té dos camps al mateix punt, és singular. Per a regular
aquesta singularitat hom introdueix una petita separa ció.
En QED,
-
e S' 111 {:ti' 1 x+ - J ó. t T (« - - J
D lo /A o 2.
(3)
Aquest corrent no �s invariant sota les transformacions
de gauge
(4)
Hom pot, pero, redefinir un corrent axial que sí sigui
inveriant gauge
(5)
d'on, utilitzsnt les equacions de moviment,
f Hist�ricament, la primera persona en calcular el proc�s
rf __,. 2'6 i donar-se compte de la dificultat, des d'un punt de
vista te�ric, fou Steinberger el 1949 ( ref. 29 ). Segons explica R.
Jackiw30, deix� d'ésser te�ric d'enº�. Dos ar.ys despr�s, en 1951, J.




-:r ':-/ x , €: ,/�) = 2. moi � l )(.,. � J rJ � { 'X
- -f J
+ eJf'�XIE.I�J €f«(do(Ar�)(J-4 df'A",/XI+ Olé}]
(1)
Si, d' una mane rs poc crítico, h om pren el límitE: � O és
cIar que retroba un corrent pseudo-conservat. Aquest fer
no esta justificat, donat que I,...�(x ,é, Ct) no té necessa
riament un comportament suau quan � � O . En realitat
pot veure's que30,31
(2)
per la qual cosa
(3)
La invari3ncia �auge exigeix naturalment a = 1, raó
per la que el corrent axial conté inevitablement un terme
anóma L, Per des cont.a t que amb a = -1 no apareix l'ano!Il..§_
lia i les identitats de Ward axials són canoLiques, pero
�svectorials, provinents directGment de la invari�ncja
,
gauge són ara anornales. Es, per tant, impossible el satis
fer sirnultaniament ambdós tipus d'identitats.







()"'{ (¡j. O tf' r.) = 2.j \M; '1'; ( f¡ - !!!? N¡- I: F . (/1)rl�1'- I L' O O �1r r» "o '-r
j.:.1 1= J
L'8xist�ncia de l'ancmalia fou re-descoberta independent
i sirnultaniament per Bell i Jackiw32 en 1969 per al mo_
del a: i per Adler33 per a 1 'Electrodinernica. En to
tes aquestas teories un desenvolupament pertorbatiu porta
a l'exist�ncia d'un diagrama triangular. La integral que
aquest diagrama porta aS30ciada és linealment divergente
IV.?7
,
Es sabut que les manipulacions forma]s -canvis en les vari
ables d'inte�raci6, etc.- H6n legitims quan les integrals
s6n, com a molt, logaritmicament divergents. Per tant, -
les manipulscions en el diagrama triangular suposaran, en
,...,
principi, termes de superficie, proporcionals a � �
Existeixen altres diagramas anomals en qualsevol teo
ria amb fermions acoblats a corrents axials i vectorials.





En tots ells és precis un nombre imp�rell de corrents
axials(a) •
Adler i Bardeen31j.. varen nrovar exp l Lc itamert que les
"







correCClons re la lves a lagrama rlangu sr son zero
En aquest sentjt hom parla de la no-renormalitzaci6 de 19
a::,:omalia.
IV.28
No pot satisfer-sB simult�niarnent la invari�ncia (¡'auo
_
ge i la sirnetria axial. Tornarem m�s endavant sobre
aquest punt, per� pot demostrar-se que la anornalia no tren
ca en aquest cas la rAnormalizabilitat de la teoria. Tot
i així, en la teoria electro-debil o, en general, en quals�
so
vol model amb un acoblament 3 al lagrangi� les anornalies
poden trencar la finitud del model i han d'�sser curosa
rnent evitades.
En la regularitzaci6 dimensional l'existencia de -­
l�nomaliaaparaix íntimament lligado a la dificultat en la
definici6 de Ór en D f 4 dimensions. S'ha demostrat
que les identitats de Ward i equacions de moviment de la
teoria mantenen llur forma can�nica un cop la teoria ha
estat renormalitzada sempre que no s'impliqui explícita_
ment una dependencia en DlS.
Aquesta dependencia pot apareixer de dues formes,
b� mitjanQant els mateixos camps (llur dimensi6 depen de
D), donant lloc a la traQa an�mala, b� en una dependencia
de l'�lgebra del nombre de dimensions (cas de '({S' ). En
ambdues situa cions operadors corn q; l 01" t'"} � o (0-4 J O t(
que s6n nuls.a nivell arbre guanyen un valor no nulo Ja
�em vist com, par les identitats de Zimmermann, aquest
tipus d'operadors es mesclar� arnb altres no nuls, en el
proc§s de renormalitzaci6. Aquests seran precisament els
termes an�mals.
IV.8 Renorrnalitzaci6 del operadors de l'anornalia axial
Hi han algunea diferencies que distingeixen la renor
mali tzaci6 de F F de 13 de F F que ja hern v í s t
en un límit simplific.sdor:







zaC10 en a vraQ9 anome._a 1, en
cies en qualsevol ordre de �
criure en una forma compacte la
contrari de (26.4).
cons cqüé nc.i.a , (le poten_
, que fa impossible es_
part drete de (?3.3), al
YS"
ii) L'aparici6 de O en l'euomalia del triang19
i del problema de com tractar-la en D dimensions.
,...,
iii) El fet q�e � � pot escriure's co� una diver
gencia total, nentre que F F no, i per tant la seva
renormalitzaci5 no pot est�diar-se en el 11rnit de moment
zero.
Aquests dos operadors han estats estudiats recent
ment en una lattice35,36.
El proxim apartat esta dedicat a la renormalitzaci6
al nivell d'un bucle, mentre que el cªlcul a dos bucles
i el problema oS" s' estudiaran més endavant. Aca barem
amb uns comentaris sobre els resultats obtinguts i llur
aplicaci6 a la fenomenologia.
Renormalitzaci6 a un bucle:
Treballarem en el background field gauge, de manera
que tots els operadors Lnva r í.arrt s ga1lge no nuls per les
equacions de mov'í nerrt nornés es barregen a nb a Ltre s opera
dors invariants gauge. Aleshores, necessitem els opera_
dors invariants gauge de dimensi6 quatre
. -
O __ .s: FF1 - 't
11
O = f_ if; trI ;ff- m i / fi2. .
1: 1
03 = i'[ é)fl �Ór rrr,. }
J
-




Els operadors compostos renormalitzats s'�8criursn co�
() o o o
0;= Z· 01 _,_ Z· O + Z· O +2· O (1)'1 o '2. l.o '3 Jc) ''1 �o
per a i = 1,3,4-. Per i = 2 les coses són liferents
"O' . t d 'perque 2 es pl'eClsamen un opera ol' q�e es zara per
les equacions del moviment. Com 02 no epar2ix en l'anQ
malia del triangle (ec. (26.4-)) no estem i�teressats
en la seva renormalització. Recordem que
(2)
on hem fet ús de ZIr = ZCI(-
t
, aixo és, la canstant
de renormalització del camp del gluo és igual al invers
de la constant de renormalització de la constant d'aco
blament en el background gauge.
r
Com al nivell d'un bucle el problema de Ó és
irrelevant per al calcul de les constants de renormalit
zació a l' esquema mínim on només els p oLs en €o son re_
tinguts, deixem aquesta qliestió per després. Les re
gles de Feynman neces sá r-í.e s es dorien a la Fig. 9, per a
les insercions deIs operadors O.. Quan no, s'apliquen1
les regles del background field gauge ordinaries (A.l)
A fi d'obte�ir les constants de renormalitza�ió de
01' considerem les funcions de Green
r 11 -1 r
1) '\ ;
o "
<.4� 01 Ao» = ZI( Z1f <ADl 01c1A& > �L Z'j<AA �'oA. >
J:2,�,'f
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Fig. 9 Regles de Feynman per a la inserció
deIs operadors compostos O .•1_
Se segueix inmediatament que Zl?' Z13 i Zl� co�eLcen
amb el s p o I s en t d' orclre o< ,de ma nera que s 18
'" /1./




i '10, o tf > . Aixo es fa f'á c í.Lmerrt , e Ls d í.agr-a me s
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IV.32
(1)
Fig. 10 Diagremes que corresponen a la re_
normalització de 01 a un bucle.
Com ja hem fet esment, nom�s necessitem a aquast nivell
Ó$" en quatre dimensions, on ve definida per
(2)
j hom ha fet ús de l'expressió
(3)
Per a renornalitzar 03 hem de considerar les oatei
xes funcions de Green que per a 01
< t 03 lji > = z1 t< IJI °1; \f' > +ZFl z_ J . < 'f Oj (J <{I >
i::.l.,l/�
I (4)
JI 11 -, r v ) f
o "'\\ .40. ajA b > = ZJ 1 20( < Ir� 010 A ; > �LZ3 j< A Q.
OJ (JA b I
J; l,J, 'i
IV.33
i Le s cond
í
c í.ons
'" 11 t» I














r-z 7. ·Z b 11¿31' U32 1 34 comencen am e� po en
CE.l ca 1�'L�18r, per tarrt , < <f OJ a l{i >'2.)
Els diagramas 96n a la Fig. 11 i el re
o
(2)
Fig. 11 Diagrames corresponents a la re
normalitzaci6 él un bucle de 03.
Com veurem més tard l'absencia de mAscla es esperada a
partir de la invari�ncia gauge per un argument similar al
que ara farem servir per él la renormalitzaci6 de 04. En
efecte, no pot haver-hi barreja perque Cfo'""'f' té dimen_
8i6 3 i no 11i ha C,3P a lt r-e operador p s eudo es ca La r .i.nvs
riant gauge de dimensi6 3. De la invariancia sota el
g rup de r-eno.rma Lit aac.í.ó de mVlt/' (Cfr. (6.2) ) hom t;ro
ba
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La primera re1ació ens diu que només per a QCD pura hom
té
(2)
i és, aleshores, una expressió invariant sota el grup de
renormalització. En presencia de quarks aixo deixa d'é
sser veritat degut a la barreja. La segona relació de (1)
diu que, tot i que el corrent axial singlet de sabor és
anomal, és encara veritat al nivell d'un bucle que , - -
essent el corrent canonicament pseudo-conservat, no es re
normalitza. Aixo esdevé aix! perque l'anomalia és d'or
dre O(
Dels resultats de (1), l'anomalia escrita en termes
de camps sense renormalitzar a l'equació (26.4) pot exprQ
ssar-se en funció dels operadors renormalitzats com
}Ji ll/ N"j tu lo./
L [J�( �t,óílf; 11:::: liL 1Y1¡ [iF,·tS"r¡] - ��Nt[FFJ (3)
j:f i�1
1 té la ma t e í.xa forma, fins a ordre IX .íncLós , que l' e
quivalent no renormalitzst.
Renormalització a dos bucles:
Ara, la gene re Lí.t ze c ió de (3) a ordre 0<2. requereix
les expressions a dos bucles dels opersdors 03 i 04 �
només. Per descontat una prescripció de com tractar la r
en regularització dimensional es necessita ara. Tres pre�
-r'T -, 5.r v .)
cripcions s 'l\an ampra t:
i) L'origi�al de 't Hooít i Veltman37,38 en la que
(1)
a nb ( Cfr , A.? )
ir = o
g r = Óf.
(2)
que creiem �s l'finic3 per E la que hom sap trebsllar sen
se ambigUitat a quals8vol ordre, al prau, per�, a'UD ªl
gebra extraorin�riament m�s complicada.
ii) LR reducci6 dimensional proposada inicialment per
Siege139,40. En ella l'algebra de Dirac i els camps vec_
torials es prenen en
i momerrt s en D < 4
4 dimensions, per� les coordenades
dimensions. Aloshores,
(3)
donat que només existeixen en 4 dimensions. S'ha vist
que el mé tode funciona fins a 1 nivell de rlos bucLe s , Re
quereix, per�, gran cura perque la invB�i�ncia gauge s'ha
d t 4 D�·
. . .
4 D 1 40per u en - QlmenSlons l aparelxen - -esca ars •
iii) E.sntenir la regl!:! d'antL;ommutaci6 4-dimensional










es per 31 va Lor ele -,
,-
(4)
pero, com es discutit per Chanowitz, Furm�n i Hinchliffe,
<1ql_lesta traGa s enpr-e aps r-e i.x pr-e c í.ssmerrt en el di9gramc
anomal i hom pot, alesborea, fixar-la per l'equaci6 dA -
l'gnomalia (26.4). Aix� condueix, p91 cap baix fins a
segan orare, a una prescripció cons
í
s í.en t , ,:?llC';"l'E! que (-ld
hoc. Aquesta prescripci6 t� al seu favor la simplicitat







t treo les al tres due s , Rea Imcnt: no necessita r-em fer cap
cªlcul a dos bucles.
Comencem per l' operador °4• Com �(�- r no es me s c l.a






< <f O (j' >('1 J'14 F �I)
i calcular < ty 01(0 lp ¡l'il per a obtenir z��). Aixo es
fa rr.és convenientment per l �tl-I../'o) ( en lloc de °4)
, ,
o
en el llmit de massa zero. Els diagramas 8mb una llnia
de quarks oberta s6n els mateixos que per l � toJ
ca r hom anticommuta oS- al final de la Lí.n.í.a de qua rks ,
L'�nic diagrama on aixo no és possible és el de la Figu
ra 12, pero aquest és zero tant per 'ifdS" � com per
-
r� Aleshores, de la Lnva r-Lánc í a sota el grup
-





1Z '1'1 - (2)
,
Considerem ara l'operador 03. Es fªcil demostrar que
la manca de meseIa que hem vist a un bucle és veritat a
tots els ordres. Considerem en el seu lloc l'operador
<f 'tr t!" ti' ; és l'unic operf�dor ax í.a 1 i:'lvariant gauge
de dimensi6 3 i, aleshores, no pot barrejar-se amb cap
altre operador. Naturalmen-c, el mateix s:lcceeix a la seva
diverg�ncia. El mateix argument no pot aplicar-se a 01
p8rqu�, tot i que pot escriure's com una djverg�ncia total,
el corrent del qual és diverg�ncia no és iTIvariant gauga.
Per a obtenir 03 renormalitzat és suficient conside




El nombre impé'lrell de ffi3trius
forQa aqu2st �i8grama El ser ze
ro en qualsevol prescripció.
_ 1'11
Els diagrames que corrt r-í.bue i.xen e < l/'Ojo l}') són a la ---
Fig. 13. Per a queL'l s que contenen una línia ele qua rks
oberta hom aplica el rnateix criteri que per 04: treba
llant en el límit de rnassa zero, anticommuta Ór al final
de la línia de qurks. Queden alesh)res els ffisteixos dia
grames que contribueixen al' operador J/4 I fF 'tr lJI )
- , ,
Lt í d
í ::¡ F' 13 1'" b -t 1 i.L U 'lID r.ag.rama (te 19.. ,. una.e am un ouc e (e
quarks, ,ióna ara una nova contribució respecte al cas -­




( '( )t3 IJ'3 =- 1 - 1r g (lit'< ) Nf E
Fig. 13
(1)
D'i.agz-ame s a dos bucLe s ne c e saa
�4)
-
ria per e cAlcular Z�7Jl 7
IV.38
Els resultats s6n:
[ d r ¡ r 014 ó r r J] t� {1 - I ; t: (l (� ) Nf � );!{� � trro J
IYJ [ tf tS r] (�I = 1(1(1 l/'oX1 lJ'o
(1)
ql1e junta-nent emb (34.1) c ond.ue i.x a l'equaci6 d,= l'gllOma
lia re�ormalitzaia
Suposem ara que no hagu�ssim utilitzat el nostre co
neixe�ent referent a la manca de barreja de 03. Alesho
res i eI!lprant el nostre resultat a un bucle (33.3)
r 1I NI 1�1 r "/�J It
o v NI
<A q_ 03 A b > == Zlf < A � 0111 A Al ) + < A Q. Ojo s, )
(4' 11 o ti ''1'pero, c om no h í, ha mescLa , Z31) = O i < A� 030 A ¡,) no
pot tenir divergeneies. Aquest és preeisamenl; L" aná leg
no cbelia del familiar teorema d'Adler i Bardeen34 envers
la no renormalització del diagrama triangular. Si hom
extén llur prova a QCD� necessJriament z,f2) � zJ2) .
Recíproeament =L Zl�2) = Z 0[2) amb l'aj�t de manipula_
cions algebraiques simples hom demostra que les eorreeeions
r-ad l.e t í.ves al triangle, al menys al nivell de dos bucLe s ,
SÓE zero. En aquest sentit (31.1) expressa d'una manera
eO!Jpacte l'anu::'_ació de lp.8 eorcseeions radiati7es.
A�E bé, si la teoria despullads ps regula�itz3 dimensional
ment, 9�uesta igualtat s'ha d'escriure en termes de la se
va trsnsformade de Fourier par a no tenir problemes amb
les d inens í.ons
IV.39
Noteu que �s la constant d'acoblament en 4 di
mens ions , no la consbarrt sellse d i.mens í.ons en D dimensions
que hom �3a) és d.ep endenf del PUt1� de re:r:.ormalització,
d'acord amb
0(0 = 1 E ex.. o (2)
Altrament 10. transform;;da de Fourier de l'equació de ---
-
l' anoraa Lí.a despulJ.ade tindria un terme, (J/o f, F. ,que
fóra dependent de fA Aquesta d i.s cus s í,o e:1S diu que
(38.2) �s Lnva r-í arrt sota el grup de renormalitze.ció.
Conentem ara els altres es quemes de regularització
per a 'JS'. En la reducció d.Lmens Lona L l'algebra de Dirac
es mant� en quatre dimensions, aleshores r� anticom
muta amb Óf i, seguint el mateix argument que abans, el
corrent pseudo�8scalar es transforma en el escalar i l'a_
xial en el vectorial m�s el diagrama an�mal. Ar� els ca
J-
-
rrents escalar i v8ctoria� no depenen de O i, per tant,
la reducció dimensional ha de donar el mateix resultat
que la regularització dimensional standard. Com 81 diagr�
rna a nóma L conté un p o I s í.rnp Lr- en € és inc.ependent de la
regularit�ació de �s que fern servir, estem exactament en
la cateixa situació que abans i els resultats (38.1,2) no
canvien. 3'ha de c1ir, pero, que les r::oses han de ser
d'aquesta nanera, pero realoent pot ser complicat compro_
var-ho explicitament :legut a les s'.lbtiJitets d'equesta -­
tecEicéJ.
Fi�alm¿nt, referim-nos � la prescripció origj.nal de
oS' 37 En aque s ta prescripció 1,3 no ant í.cctnuutiac í.S de
IV.40
tr en D i��ensions fa els cªlculs ,files comp Lí.ca ts i hi
un oert nombre de subtiIitats r;-jr13roa";)les.
En aque s t e s qreuia , a mé�l d.eLs covar-í.an+s D-dimensio
naIs nor�als ( pf, �f, ... ) hi ha� covariants D-4-dimensio
na ls (c om pro rr s. Qu; n :::c OJJ 091cul.3 qua Ls evo I funció
de Green que conté oS-, l'estruecura tensorial s'enriqlli
re amb aquests non cova r
í
an t s , Pe t- de s corrtr.b , el resultat
...... ....
ffsic s' obté Lgua Larrt a z ero f t-, d"", ... una vegada que
g'han fet les apropiades substraccions per afer finit_el
resultat. T':algrat a í.xó , en pr-í.nc í.p í, ta nt les divergencies
com les parts finites que corresponen 81s covariants nor
mals per mor d'emprar aques�a prescripció hauran canviat
respecte els que s' obtindrien, p. ex , , amb un l/S- comp Lo,
tament anticommutant.
Comentem a que s t pur.t un xic més. Suposem,p.ex., que
horo est� interessat en calcular la part divergent de
Sabem ja quin és el resultat en la prescripció iii) per
9 (r La seva divergencia és exautament cancelada per
la �enormalització deIs camps, de forma qUl en el gauga
de Landau és finito Tot i que per aquesta raó hom podria
pensar que aquesta part finita no dependr� aleshores de
la prescripció de ó r, car és ben conegut que el terme
dominant en un diagrama no dep�n de l'�lgebra en D-4 di_
mensions, aixo no és cert. La raó �s que disposem ara





ran divergencies i per tant no podem er UIW comparaclO




nomes t errí.em En t o t e s dues aparAix0_




El rnateix raonament ens dir� que, fins i tot e� el
ele Landa u , el p o L simple d.e L cá LcuL a dos buc Le s
i 1
o o,
d V'S- t t
o
1 el,- e a pr-e s cr i.pc LO e a ,-'o
-
l. que e pol 0_
ble �s, en aquest gauge zero. De manera que utilitzar
una Ó s: no �nticOmf1111tant s ernbLa Lntcodui r div2rgencies
no esperad8s en l'equaci6 1e l'anomalia m§s enll� del
nivell a'un buc:e. Sortosament v�urem que aix� no �s
aixf, sin6 que tota la diferencia entre les dues prescriQ
cions rau en les parta finites.
Per a celcular la divergencia de (40.1) treballareo
en el lfmit de masse zero i farem 6s de la propietat
1. vI" i r:t"-o -2- 1-/'+" ,(+,- ,r
(1)
Els primers dos termes de la banda dreta de (1) donen lloc
a diagrames tipics d'autoenergia que inclouen une 4r
mentre que l'últim correspon a una inserci6 amb moment p
de l'operador
(2)
en la línia de quarks. Fent servir les regles d'anticommu
taci6 de tr aquestes poden sortir fora deIs diagrames
d'auto-energia, per� apareixeran dos nous diagrames que
�
corresponen a sengles insercions de 0d en ambd6s vertexs
( vegeu Fig. 14). Podem agrupar fªcilment la contribuci6
deguda exclusivamert a la no anticommutativi�st de
com
"" _ tu I-2. <4'O� tf >
Mo::: O
(3)
A l'ordre segUent existeix el diagrama an�mal ( Fig.
'"
12). En ell la inserci6 0.e 00 c9- el bucle de q1.lorks
d6na lloc precisament a l'Jnomalia,7. Per als altres dia
grames l'argument previ que ha portat a (3) pot �xtendrp's
sense dificult9t, de forma que la diferencia entre tract�r
Ys" 1 o o{. lOlolo) o en la prescripcio' i) e's:O en _a prescrlpclu
IV.42
(1)
El sub-írrdex ens d í,u que rlQ;TIés hcm da considerar 1<::8 'in
Empr-ar-em la ma te í.xe t;ec!lica p �r E. la r-enorma li tzació
de °4• Cons í.d.. erem la id.elltita.t
o
t ¡ M" < ti' l� '{l 'fe 1 \jI > = - < 'f { � �(J-1) Y'o 1 tp>
:} _ �
- (2)
+ < tJ' 1 tf1r{¿ + j "'o / V'. J t> + < '1' { � �) {-�-+ j "lo} � ) lf>
o ti
i manterri.m a ra les ma s s es expLfc í.camerrt distintes de 2:,81"'0.
(2) d6na lloc exactamentals m�eixos diagrames de la Fig.
14, excepte per la presencia de masses finites. Igualment
a l'ordre segtient, solament que ar-a no hi ha. anomalia,
de forma que la contribuci6 deguda al car�cter no anticom
�utant de 16 és ara
(3)
Veiem, dones, que les modificacions que el m�tode
de 't Hooft i Veltman imposa s'expressen com insercions
en diagremes no anóma Ls d'UIl operador que éo zero en qU6_
tr� dimensions; és a dir, no físico Si en lloc d'aplicar
el metode a un corrent anomal ha féssim a un que no pre_
ssntes cap anomalia, és cIar que el resultat h8gués estat
el mateix.
Ara b�, considerant diagrames no an�mals �s cIar quo
].
., d' i f'
.
t d í.a r.ns erClO, un ope ra. O:L' no as a c , zero en qua "re lmen;_,
sions no pct do�ar cap contribuci6 divergent inJependent
del g'3Hge que no s'émuli ¡.311 1)=-4, ce r a Lt t-arnnn t aque s t opa
rador es barrejaria en el procés de renormalitzaci6 anb
(e)












Deducci6 diagranªtica de la dife
r�ncia entre les mIes prescripcions
per a Ó � •
IV.44
La conseqli�ncia �s clara. Tant les identitats d�
Ward e��males com les no an3males s6n satisfetes autornª
ticament per a les parts divergents. A le2 p9L'ts fini
A
tes la situaci6 �s diferent; ° ?ot contrib�ir i contri
bueix els ter�9S no divergents que, per tant, canvien
i'una prescripció a un altre.
La contribució d " a quaste s parts f í.ni tes sera rele_
vant per a la renormalització de 03 i 04 al nivell de dos
bucles a trE.v�s de la renorma li tza c í.S de Le s parts fini_
tes a un bucle. Aquestas pgrts finites s6n distintes per
als dos operadors, la qual cosa vol dir que l'equació
de l'anomalia no seria invariant sota el grup de renorrna
litz9ci6. En definitiva aix� vol dir que par a restaurar
aquesta invariancia (Ás a dir, per a satisfer les iden
titats de ¡/Jard ca nórrí.ques de la teoria) hom ha de fer
una renormalitzaci6 finita ad hoc.
Trueman43 fent un ús intel.ligent de les especials
propietats del gauge de Landau ha estudiat la renormalit
zaci6 del corrent no an�mal al nivell de dos bucles, tant
per al corrent axial com per al vectorial. Les correspo_
nents constants de renormalització són dif6rcnts clegut
a la renormalitza.ciÓ de la part finita prmrinent del cal
cul a un bucle. Aquestes diverg�ncies espuries fan an�
males identitats de Ward que se saben lliures d'anomalies,
per� eviden"tmer:t han a'�sser subtretes a maí.
í Per aquesta ra6 Nachtmann i wstzel44havien especulat sobre
un trencament espontani de la simetria quiral en QCO, obtenible per_
torbativament.
Conclusions:
S'ha �ist lE rpllormalitzaci6 deIs operadors que apare!
xen a l'eqU::lCi6 de l'allomalia axial, en el background
field gauge. Els principels resultats, alguns d'ells -­
cArts a tata els ordres s6n:
Nesela_ri' operadors: ift r i a/'f(tfór�) rJ no es barregen.
F F ,pero, es me s cLa amb J/"{Cft".,!r'l')
Invariancia sota el grup de renormalitzaci6:
,."
lX. FF és
invoriant sota el grup de renormalitzaci6 quaa no hi han
quarks. En altre cas els invariants s6n:
Mo � yr'fo = hl [lp r' lf']
L �/'{f.órftJr:;' N¡ Por. = [_["{f�¡r'/'J]t-t�Nf[FFJ
Equació de l'anomalia: com a conseqüencia d'aixo, l'equ�
ció de l'anomalia pren exactament la 'mateixa forma en -­
termes de quantitats renormalitzades o no. Aquest és en
el context deIs operadors compostos la no renormalització
de l'anomalia. '
Fenomenologia: els operadors aq�! estudiats rauen a la
base de les regles de suma del ITEP per a mesons pseudo-
4-5escalars i glueballs • Especialment en el tractament de
glueballs pseudo-escalars hom ha de tenir en compte la
...,
mescla amb la divergencia lel corrent ax.í.a L de F F so
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NOTES DE LA SECCIO IV
,
B. Es possible l'exist�ncia de diagrames an�mals m�s
enlla del diagrama triangular. En la funció an�mala de




Quan ens trobem en pres�ncia d'algun corrent que
per mor d'un acoblament derivatiu cóntribueix a una in
tegral linealment divergent es presentara una tal ano
ma Lí,a ,
La qüestió �s m�s delicada per a l'anomalia penta_
gonal, present a VVVVA, VVAAA o AAAAA. Ara no hi haura
pas cap integral divergent, fins i tot amb un acoblament
derivatiu. Malgrat aixo, les identitats de Ward que re_
lacionen les funcions VVVVA, VVAAA o AAAAA poden ser
tamb� an�males. La raó són els termes ambigus de qua_
tre punts que són generats pel� commutadors -termes de
contacte, si es prefereixJ•
Tot i així, les funcions de cinc punts són certa
ment finites i no ambigües. La dificultat rau única
ment en llurs identitats de Ward.
W.A. Bardeen, Phys. Rev. 184, 1848(1969). R. Aviv, A Zee, Phys.
Rev. 05,2372(1972). J.wess, B. Zumino, Phys. lett. 37B, 95(1971)
IV.50
De fet, tánt l'anomalia del quadrat com l'anomalia pe�
tagonal estan estretament relacionades amb l'anomalia tri
angular. Així, amb manipulacions algebraiques hom pot re
duir el quadrat al triangle anomal.
Hom creu que el triangle, quadrat i pentagon són els
únics diagrames a nóma Ls degut a oS (vegeu també la no
ta b )
b. Aquest punt es veu més facilment si ens donem compte
que per diagrames amb més d'un bucle sí existeix un proce
diment de regularització que és compatible amb OS.
-





A és un parametre amb dimensions de massa que finalment
farem creixer infinitamentf El propagador es comporta
com
(b.3)
A-zEls vertexs guanyen un factor Els bosons es trac
ten d'una forma similar. El resultat és que un diagrama
amb k bucles és proporcional a A 2)< -l Natura lment
aixo ve compensat per moments en el denominador. Aixo fa
tots els grafics amb k> 1 convergents. Aquest és,
per tant, un procediment de regularització adient per dia
f A. Slavnov, Theor. Math. Phys. 11,174 (1972).
IV.5l
grames sense divergencia primitiva. El metode respecta la
simetria sota OJ per la qual cosa no poden presentar-se
anomalies. Naturalment ham necessita una regularització
subsidiaria per als diagrames a un bucle. La seva formalit
zació i la prova del teorema d'Adler-Bardeen amb aquest
metode s'ha donat ben recentmentJ. Grafics com
Fig. 1
simplement contribueixen a la renormalització deIs para_
metres, mentre que diagrames com
Fig. 2
no tenen anomalies. Una molt bona discussió sobre les ano.:
malies i llur influencia en la renormalitzabilitat i unita
rietat pot trobarse al llibre de J.C. TaylorJJ.
c. Aquest és solament un argument semi-intuitiu. Pero una
demostració completa que el illetode de 't Hooft i Veltman no
condueix a divergencies espuries pot veure's p. ex. el tre
ball de Aoyama i ToninJJJ. En el sentit de no agafar contri_
bució d'operadors de classe 1 més que en diagra.mes anomals,
"
els operadors 0, nuls en quatre dimensions poden conside
rar-se com de classe 11; tot i que no existeixen com a tals
i són únicament artificiosament introduits en el calcul.
f M. Day, Cambridge University preprint DAMTP 82/15
H J. C. Taylor, Gauge Theories of Weak Ir.ter-sc t í.oris , Cambridge Universi
ty Press, Cambridge, �978
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A.l Bact�round Field Gauge
El funcional generador ve definit com:
W[J] = /[J.Q;l Jd [ ;�: 1 e.p ,'/�Y"
I � ( Q ) - z� / 6� I � + :Jr1{ Q ': }
(1)
É_o.
� és el gauge fixing termo El gauge covariant és:
(2)
La derivada F6�¡Wb pot exponenciar-se en termes d'uns
camps escalars anticommutants ( fantasmes de Faddeev-Po_
povl). Les derivades funcionals de W[T] respecte
a la font ji donen les funcions de Green completes
de la teoría. Les funcions connexes deriven de
Z [I] = -; e: [W[J]] (3)
L'acci6 efectiva ve definida com la transformada de Le
gendre de Z [ :r]
p[a] = Z[T]-fd�X Jr�aaf-"'\
u
G"" I reben el nom de camps cLás s í.cs , Les deriva
n[Q�] a"'"des de I respecte s6n les lPI-funcions de
Green de la teoria, que fins a tres derivades coincidi
ran amb les propies.
Normalment, i aquest és el cas de (1), tant en el
gauge covariant (2) com en gauge axials� hem perdut la
invariancia gauge al introduir el Gauge Fixing Term. En
el Background Field Gauge el trencament es fa de tal ma
nera que hom conserva certa invariancia. Considerem una
teoria amb un funcional generador
A.l.l
A.l.2
W [:l,A] :; f [d&;] ,id [::.q] t., i f��x
{ o({ It+-Q J _ � (& a.(1.+ Ir-4� � )
(1)
Arés el background field. Seguint't Hooft hom no l'a
cobla a cap font. El gauge fixing term és ara
(2)
11
Suposem primerament que A r és una quantitat fixa.
En termes de les noves variables, la transformaci6 de
gauge es llegeix
� � \' � 1 4. (It�',,/ ( 'J¡(ar f A-r J :. 1) { Or I = -; dr l1/ - r w A-f i: Q f" ( 3 )
Per descontat, el tA+�} ,el lagrangia és invariant sota
aquestes transformacions, pero el gauge fixing term, no.
Escollint una condició de gauge hom perd la invariancia
gauge.
camp
Suposem, pero, que hom fa una transformació en el
A; i en la font
A. I q ¡�'" � er Ar = -¡drW - w Ar- (4)
Aleshores ( fent el canvi en la variable d'integració
a,..4. � a; - f a.h'w 1, 6lr-c )
O((A-+aJ = -<IA'+aJ
(64J� {G'4.j2. (5)
En altres paraules, hom ha introduit un formalisme
en el que es reté una invariancia en el background field.
De la mateixa manera els equivalents en aquest formalis
me a (1.2) i (1.3)
A.l.3
Z[I,A] :: -; A1[w[I,A]] (1)
(2)
�
retindran la Lnva r-í.ánc ia gauge en Ar . En particular
(2) és invariant sota








W(7} esta calculada en el gauge (6). Fent la trans '
de Legendre






r[tJ1A] proporciona un� manera de calcular J' [a]
en un gauge particular. r [O,�] es calcula sumant
tots els diagrames 1PI amb el camp A com a camp ex
terne No apareixen camps quantics Q afora, puix
fem Q = O a l'acció efectiva. No hi ha cap A
A no s'integra.dins deIs bucles, puix que el camp
,
, 3Es facil calcular les regles de Feynman associades
o( p p
" J( b





- J fúhl. [�IA" I 1-1- f JA +
, vA (, - r ) f't + ,A fll r- p +- ! Iv]
-, fa�, [j/4l1 (f-11A -1- Jv) (1-r 114
.,. ,)r l r- n v ]
- i ,L [fá.hxfxLd t'r-\ '�-r - 9ffjv� J
.f. fa.Jx fX�l.1 �fv �J! - j¡d �vf)





l [ fA�)( j x vt I 3 f) 5 vf - � j(J 1 v) )
+ f((dx fx4( I '14" �).f - �"'). dvfJ
.Jo f A.l, X f x b d ( � r v 'J).J - �rj � v� J ]
A
_;�t [f4�)c fxcJ (�f).1vf- 9ff 'v)
t ¡ 3r v 3)f 1 -1- f«dx fx & e
('ral').f -1f) 'vf - � �"J iv�)
-1- t!(_(.xfx'd / �JAv�}.l-íj\j jv�)
A.l.6
que són les ordinaries tret deIs nous vertexs. Cal anar
amb cura al treballar en el gauge de Landau. Degut als
termes Ya hom no pot fet el límit a = O més que quan
s'han cancel.lat tots aquests factors.
Degut a la .í.nve ri ánc í.a gauge en A I els infini ts
que apareixeran a r [a, A] han de prendre una
forma invariant gauge. Donat que una vegada les quanti_
tats han estat escrites en termes deIs parametres renor_
malitzats les úniques divergencies rauen a les funcions
de Green amb dos, tres o quatre camps A (en QCD -
sense quarks ), les singularitats de l'acció classica




Com a qÜ3stió de notació, el tensor d'auto-energia
en el background field s'escriu com
(3)
1 llur renormalització és:
(L¡.)
L'auto-energia deIs quarks és:





A.2 Covariants Lorentz D-dimensionals4
Rom ha de trobar una extensió deIs eornuns eovariants
en quatre dimensions, que li permetin de traetar-los
en D-dimensions. Aix� es fa definint-los eom objeetes
formals que obeeixen eertes identitats algebraiques, sen
se fer ús deIs valors que poden assolir els índexs.
L'únie lloe on aix� porta problemes és en el tensor
eompletament ant.La í.mé t r-Lc E,..v�p ,é"'1l.3 = 1 .
Aquests és típieament un objeete 4-dimensional. Alesho
res per a obviar aquesta difieultat hom introdueix, a
més deIs D-eovariants uns 4-D eovariants. Els D-eova
riants són els habibua Ls ,
identitats
� /Av I 'r' ({VI'" , obeint les
...,
'1"" f f d" "'C = E. ,.... J fT e




Introduirem, p e ró , 9,.,.,1, Pr J '(11 ' obeint
.A ""'v .1\
'fA" � Á = � lA>'
A yLl
Pr b /AV o =-
(2)
D'aquestes premises hom dedueix
A" .., A
J,..."O = 'rv({v="lr
i trI?v �;:: � ff, ?v � ::: 2 il" v
/AV! O"" ;- = oE: <)tr'c
'"




Pel que fa a I�, observem que en D=4 pot definir-se
per les seves dues propietats
(1)
que pot mantenir-se, i
(2)







Es facil demostrar que a::nb aquesta definició el qua_
drat de Ir té módul uní.ta t ,
...
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